1 Einflihrung

., Wir miissen wissen. Wir werden wissen. “

David Hilbert

1.1 Was ist theoretische Informatik?

Kaum eine andere Technologie hat unsere Welt so rasant und nachhal-
tig verdndert wie der Computer. Unzéhlige Bereiche des tdglichen Le-
bens werden inzwischen von Bits und Bytes dominiert — selbst solche,
die noch vor einigen Jahren als elektronikfreie Zone galten. Die Aus-
wirkungen dieser Entwicklung sind bis in unser gesellschaftliches und
kulturelles Leben zu spiiren und machen selbst vor der deutschen Spra-
che keinen Halt. Vielleicht haben auch Sie heute schon gemailt, gesimst
oder gegoogelt (Abbildung 1.1). Die Digitalisierung unserer Welt ist in
vollem Gange und eine Abschwichung der eingeschlagenen Entwick-
lung zumindest mittelfristig nicht abzusehen.

Die in der Retrospektive einzigartige Evolution der Computertechnik ist
eng mit der Entwicklung der Informatik verbunden. Als naturwissen-
schaftliche Fundierung der Computertechnik untersucht sie die Metho-
den und Techniken, die eine digitale Welt wie die unsere erst moglich
machen. In der gleichen Geschwindigkeit, in der Computer die Welt
eroberten, konnte sich die Informatik von einer Nischendisziplin der
Mathematik und Elektrotechnik zu einer eigenstindigen Grundlagen-
wissenschaft entwickeln. War sie zu Anfang auf wenige Kernbereiche
beschrinkt, so prisentiert sich die Informatik mittlerweile als eine breit
geficherte Wissenschaftsdisziplin. Heute existieren Schnittstellen in die
verschiedensten Bereiche wie die Biologie, die Medizin und sogar die
bildenden Kiinste.

In Abbildung 1.2 sind die vier Sdulen dargestellt, von denen die Infor-
matik gegenwirtig getragen wird. Eine davon ist die theoretische Infor-
matik. Sie beschiftigt sich mit den abstrakten Konzepten und Metho-
den, die sich hinter den Fassaden moderner Computersysteme verber-
gen. Die theoretische Informatik ist vor der technischen Informatik die
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Abbildung 1.1: Die zunehmende Techni-
sierung des Alltagslebens macht auch vor
der deutschen Sprache keinen Halt. Im Jahr
2004 schaffte es das neudeutsche Verb goo-
geln in den Duden [106]. Dort finden sich
auch die Worte mailen, simsen und down-
loaden wieder.
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Abbildung 1.2: Die vier Sédulen der Informatik

dlteste Kernsdule und hat ihren direkten Ursprung in der Mathematik.
Trotz ihres relativen Alters hat dieser Zweig der Informatik nichts von
seiner urspriinglichen Bedeutung verloren. Er bildet das konzeptionelle
Fundament, auf dem die anderen Bereiche der Informatik solide ruhen

und aus dessen Wissensfundus sie schopfen.

Betrachten wir die inhaltlichen Themen der modernen theoretischen In-
formatik genauer, so lassen sich diese in die folgenden Teilgebiete un-

tergliedern (vgl. Abbildung 1.3):

B Logik und Deduktion (Kapitel 3)

Die Logik beschiftigt sich mit grundlegenden Fragestellungen ma-
thematischer Theorien. Im Mittelpunkt steht die Untersuchung for-
maler Systeme (Kalkiile), in denen Aussagen aus einer kleinen Men-
ge vorgegebener Axiome durch die Anwendung fest definierter
Schlussregeln abgeleitet werden. Die Logik spielt nicht nur in der
theoretischen Informatik, sondern auch in der technischen Informa-
tik und der Software-Entwicklung eine Rolle. Mit der Aussagenlogik
gibt sie uns ein Instrumentarium an die Hand, mit dem wir jede er-
denkliche Hardware-Schaltung formal beschreiben und analysieren
konnen. Ferner ldsst sich mit der Pradikatenlogik und den Logiken
hoherer Stufe das Verhalten komplexer Hardware- und Software-
Systeme exakt spezifizieren und in Teilen verifizieren.
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B Formale Sprachen (Kapitel 4)

Die Theorie der formalen Sprachen beschéftigt sich mit der Analyse,
der Klassifikation und der generativen Erzeugung von Wortmengen.
Kiinstliche Sprachen sind nach festen Regeln aufgebaut, die zusam-
men mit dem verwendeten Symbolvorrat eine formale Grammatik
bilden. Die zugrunde liegende Theorie gibt uns die Methoden und
Techniken an die Hand, die fiir den systematischen Umgang mit mo-
dernen Programmiersprachen und dem damit zusammenhidngenden
Compilerbau unabdingbar sind. Viele Erkenntnisse aus diesem Be-
reich haben ihre Wurzeln in der Linguistik und stoen dementspre-
chend auch auferhalb der Informatik auf reges Interesse.

Automatentheorie (Kapitel 5)

Hinter dem Begriff des endlichen Automaten verbirgt sich ein ab-
straktes Maschinenmodell, das sich zur Modellierung, zur Analyse
und zur Synthese zustandsbasierter Systeme eignet. Auf der obers-
ten Ebene untergliedern sich endliche Automaten in Akzeptoren und
Transduktoren. Erstere zeigen einen engen Bezug zu den formalen
Sprachen, Letztere spielen im Bereich des Hardware-Entwurfs eine
dominierende Rolle. Sie sind das mathematische Modell, mit dem
sich das zeitliche Verhalten synchron getakteter Digitalschaltungen
exakt beschreiben und analysieren ldsst.

Berechenbarkeitstheorie (Kapitel 6)

Die Berechenbarkeitstheorie beschéftigt sich mit grundlegenden Un-
tersuchungen {iiber die algorithmische Losbarkeit von Problemen.
Die Bedeutung dieses Teilgebiets der theoretischen Informatik ist
zweigeteilt. Zum einen wird das gesamte Gebiet der Algorith-
mentechnik durch die Definition formaler Berechnungsmodelle auf
einen formalen Unterbau gestellt. Zum anderen ermoglicht uns die
systematische Vorgehensweise, die Grenzen der prinzipiellen Bere-
chenbarkeit auszuloten.

Komplexititstheorie (Kapitel 7)

Wihrend die Berechenbarkeitstheorie Fragen nach der puren Exis-
tenz von Algorithmen beantwortet, versucht die Komplexititstheo-
rie die Eigenschaften einer Losungsstrategie quantitativ zu erfassen.
Algorithmen werden anhand ihres Speicherplatzbedarfs und Zeitver-
brauchs in verschiedene Komplexitétsklassen eingeteilt, die Riick-
schliisse auf deren praktische Verwertbarkeit zulassen. Die Ergeb-
nisse dieser Theorie beeinflussen den gesamten Bereich der moder-
nen Software- und Hardware-Entwicklung.
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Abbildung 1.3: Kapiteliibersicht. Die Pfei-
le deuten an, wie die einzelnen Kapitel in-

haltlich zusammenhéngen.
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1. Axiom:
., Zu zwei Punkten gibt es genau eine
Gerade, auf der sie liegen.

===

2. Axiom:
,,Jede gerade Strecke zwischen zwei
Punkten ldsst sich eindeutig verlingern.

&>

3. Axiom:
. Zu einem Punkt und einer Strecke kann
man genau einen Kreis konstruieren.

&=

4. Axiom:
,,Alle rechten Winkel sind gleich.

&=

5. Axiom:
., Zu einer Geraden und einem Punkt auf3er-
halb der Geraden gibt es genau eine Gera-
de, die durch den Punkt geht und parallel
zur ersten Geraden ist.

Euklid von Alexandria
(ca. 365 v. Chr. — ca. 300 v. Chr.)

Abbildung 1.4: Die euklidischen Axiome

1.2 Zurick zu den Anfangen

Bevor wir uns ausfiihrlich mit den Begriffen und Methoden der theoreti-
schen Informatik beschiftigen, wollen wir in einem historischen Streif-
zug herausarbeiten, in welchem Umfeld ihre Teilgebiete entstanden sind
und in welchem Zusammenhang sie heute zueinander stehen.

1.2.1 Die Mathematik in der Krise

Die theoretische Informatik hat ihre Wurzeln in der Mathematik. Ih-
re Geschichte beginnt mit der Grundlagenkrise, die Anfang des zwan-
zigsten Jahrhunderts einen Tiefpunkt in der mehrere tausend Jahre alten
Historie der Mathematik markierte. Um die Geschehnisse zu verstehen,
die die ilteste aller Wissenschaften in ihren Grundfesten erschiitterten,
wollen wir unseren Blick zunichst auf das achtzehnte Jahrhundert rich-
ten. Zu dieser Zeit war die Mathematik schon weit entwickelt, jedoch
noch lange nicht die abstrakte Wissenschaft, wie wir sie heute kennen.
Fest in der realen Welt verankert, wurde sie vor allem durch Problem-
stellungen der physikalischen Beobachtung vorangetrieben. Zahlen wa-
ren nichts weiter als MessgroBen fiir reale Objekte und weit von den
immateriellen Gedankengebilden der modernen Zahlentheorie entfernt.
So wenig wie die Mathematik als eigenstindige Wissenschaft existierte,
so wenig gab es den reinen Mathematiker.

Im neunzehnten Jahrhundert dnderte sich die Sichtweise allméhlich in
Richtung einer abstrakteren Mathematik. Zahlen und Symbole wurden
von ihrer physikalischen Interpretation losgelost betrachtet und entwi-
ckelten sich langsam, aber beharrlich zu immer abstrakter werdenden
GroBen. Mit der gednderten Sichtweise war es nun moglich, eine Glei-
chung der Form

=d+

vollig unabhingig von ihrer pythagoreischen Bedeutung zu betrachten.
In ihrer abstraktesten Interpretation ldsst sie sich als mathematisches
Spiel begreifen, das uns erlaubt, die linke Seite durch die rechte zu er-
setzen. Die Variablen a, b und ¢ degradieren in diesem Fall zu inhalts-
leeren Groflen, die in keinerlei Bezug mehr zu den Seitenlidngen eines
rechtwinkligen Dreiecks stehen.

Dass es richtig war, das mathematische Gedankengeriist von seiner phy-
sikalischen Interpretation zu trennen, wurde durch die Physik selbst un-
termauert. So machte die zu Beginn des zwanzigsten Jahrhunderts auf-
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., Wenn es sich darum handelt, die Grundlagen einer Wissenschaft zu
untersuchen, so hat man ein System von Axiomen aufzustellen, welche
eine genaue und vollstindige Beschreibung derjenigen Beziehungen
enthalten, die zwischen den elementaren Begriffen jener Wissenschaft
stattfinden. Die aufgestellten Axiome sind zugleich die Definitionen je-
ner elementaren Begriffe und jede Aussage innerhalb des Bereiches der
Wissenschaft, deren Grundlagen wir priifen, gilt uns nur dann als rich-
tig, falls sie sich mittelst einer endlichen Anzahl logischer Schliisse aus
den aufgestellten Axiomen ableiten ldsst. Bei ndherer Betrachtung ent-
steht die Frage, ob etwa gewisse Aussagen einzelner Axiome sich un-
tereinander bedingen und ob nicht somit die Axiome noch gemeinsame
Bestandteile enthalten, die man beseitigen muss, wenn man zu einem
System von Axiomen gelangen will, die vollig voneinander unabhdingig
sind.

Vor allem aber mochte ich unter den zahlreichen Fragen, welche hin-
sichtlich der Axiome gestellt werden konnen, dies als das wichtigste
Problem bezeichnen, zu beweisen, dass dieselben untereinander wider-
spruchslos sind, d.h., dass man aufgrund derselben mittelst einer end-
lichen Anzahl von logischen Schliissen niemals zu Resultaten gelangen David Hilbert
kann, die miteinander in Widerspruch stehen. (1862 — 1943)

Abbildung 1.5: Auszug aus Hilberts historischer Jahrhundertrede auf dem internationalen Kongress der Mathematiker in Paris

keimende Quantenmechanik deutlich, dass die damals wie heute merk-
wiirdig anmutenden Effekte der Elementarteilchenphysik nur mithilfe
abstrakter Modelle prizise erfasst werden konnen. Viele mathematische
Konstrukte wie z. B. der Hilbertraum oder die abstrakte Gruppe konn-
ten nachtriglich zur Beschreibung der Natur eingesetzt werden, obwohl
diese nichts mit unserer makroskopischen Anschauung gemeinsam ha-
ben.

Die zunehmende Abstraktion lie Raum fiir Fragen zu, die sich in ei-
ner physikalisch gedeuteten Mathematik nicht stellen. Interpretieren wir
z.B. die euklidischen Axiome (Abbildung 1.4) ausschlieBlich im Sinne
der klassischen Geometrie, so erscheinen sie als reine Selbstverstiand-
lichkeit. Sie decken sich mit den Erfahrungen, die wir in der makrosko-
pischen Welt tagtdglich machen und kaum jemand wiirde auf die Idee
kommen, an ihnen zu zweifeln. Entsprechend lange galten die Axiome
als unantastbar.

Die Situation dndert sich, sobald wir die Mathematik als ein abstrak-
tes Wechselspiel von Symbolen und Regeln betreiben. Losen wir uns
von der intuitiven Interpretation der euklidischen Axiome, so stellt sich



16

1 Einfiihrung

Gottlob Frege
(1848 — 1925)

Abbildung 1.6: Gottlob Frege. Der im
mecklenburgischen Wismar geborene Ma-
thematiker zdhlt zu den Mitbegriindern der
mathematischen Logik und der analyti-
schen Philosophie. Im Jahr 1879 er&ffne-
te Frege mit seiner beriihmten Begriffs-
schrift einen axiomatischen Zugang zur Lo-
gik [35]. Er fiihrt darin die grundlegenden
Konzepte und Begriffe ein, die wir auch
heute noch in der Priadikatenlogik (Ab-
schnitt 3.2) und den Logiken hoherer Stufe
(Abschnitt 3.3.2) verwenden. Sein Begriffs-
geriist war deutlich weiter entwickelt als die
Syllogismen des Aristoteles — der bis dato
prézisesten Form des logischen Schlieens.
Die meiste Zeit seines Lebens war Frege ein
iiberzeugter Verfechter des Logizismus. Er
vertrat die Auffassung, dass die Mathema-
tik ein Teil der Logik sei. In diesem Sinne
miissen sich alle Wahrheiten auf eine Men-
ge von Axiomen zuriickfithren lassen, die
nach Freges Worten ,, eines Beweises weder
[ihig noch bediirftig “ seien. Er stand damit
in einer Gegenposition zu anderen Mathe-
matikern seiner Zeit, von denen viele die
Logik als isoliertes Teilgebiet der Mathe-
matik begriffen.

die Frage, ob diese ein vollstindiges und widerspruchsfreies Gebilde
ergeben. Im Jahr 1899 gelang es David Hilbert, diese Frage positiv zu
beantworten. Er postulierte ein Axiomensystem, aus dem sich alle Sit-
ze der euklidischen Geometrie ableiten lassen, ohne die verwendeten
Symbole mit einer speziellen Interpretation zu versehen [46].

Inspiriert von den Anfangserfolgen stand die Mathematik um die Jahr-
hundertwende vollends im Zeichen der axiomatischen Methode. Das
Fiihren eines Beweises wurde als der Prozess verstanden, Sitze durch
die Anwendung wohldefinierter Schlussregeln aus einer kleinen Menge
vorgegebener, a priori als wahr definierter Axiome abzuleiten. Eine spe-
zielle Interpretation der Symbole war hierzu nicht erforderlich und im
Grunde genommen auch gar nicht angestrebt. Die Mathematik wurde
zu einem Spiel, das nach starren Regeln funktionierte, und das Fiihren
eines Beweises zu einem mechanischen Prozess werden lief3.

Der deutsche Mathematiker David Hilbert war kein Unbekannter. Be-
reits zu Lebzeiten wurde er als Ikone gefeiert und beeinflusste wie kein
anderer die Mathematik des beginnenden zwanzigsten Jahrhunderts. Im
Jahr 1900 hielt Hilbert auf dem internationalen Kongress der Mathe-
matiker in Paris eine wegweisende Rede, an der sich die weitere Stof3-
richtung der gesamten Mathematik {iber Jahre hinweg orientieren sollte
(vgl. Abbildung 1.5). In seiner Ansprache trug er 23 ungeldste Proble-
me vor, die fiir die Mathematik von immenser Wichtigkeit, aber bis dato
ungeldst waren.

Bereits an zweiter Stelle forderte Hilbert die Weltgemeinschaft dazu
auf, einen Beweis fiir die Widerspruchsfreiheit der arithmetischen Axio-
me zu liefern. Das Problem, das Hilbert hier ansprach, war von immen-
ser Wichtigkeit fiir die gesamte Mathematik, schlieBlich adressieren die
arithmetischen Axiome den vitalen Kern, auf dem alle Teilbereiche die-
ser Wissenschaft aufbauen. Solange es nicht gelingt, die Widerspruchs-
freiheit formal zu beweisen, kann nicht mit Sicherheit ausgeschlossen
werden, dass sich z. B. neben dem Theorem 1+ 1 = 2 auch das Theo-
rem 14 1 # 2 aus den Axiomen ableiten lédsst. Das veristelte Gebidude
der Mathematik wiirde auf einen Schlag in Triimmern vor uns liegen.

Bereits wenige Jahre nach Hilberts Rede sollte die Wissenschaftsge-
meinde erleben, wie real eine solche Gefahr wirklich war. Der deut-
sche Mathematiker Gottlob Frege (Abbildung 1.6) spiirte sie am eige-
nen Leib, als er 1902 ein formales Axiomensystem fiir ein Teilgebiet
der Mathematik aufstellte, das auf den ersten Blick so intuitiv und ein-
fach erscheint wie kaum ein anderes. Die Rede ist von der Mengenlehre.
Der zweite Band seiner Grundgesetze der Arithmetik schlief3t mit dem
folgenden Nachwort [33,34]:
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,, Einem wissenschaftlichen Schriftsteller kann kaum etwas
Unerwiinschteres begegnen, als dass ihm nach Vollendung
einer Arbeit eine der Grundlagen seines Baues erschiittert
wird.

Doch wodurch wurde Freges Arbeit so grundlegend erschiittert, dass er
sein gesamtes Werk gefdhrdet sah? Die Antwort ist in einem Brief von
Bertrand Russell zu finden, den er im Jahr 1902 an Frege schickte — just
zu der Zeit, als dieser sein mathematisches Werk vollendete. Aufbauend
auf den Begriffen der naiven Mengenlehre definierte Russell die Menge
aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten:

M:={M|M ¢M}

Die Definition von M ist mit der damals verwendeten Mengendefinition
von Georg Cantor vereinbar, fiithrt bei genauerer Betrachtung jedoch
unweigerlich zu einem Widerspruch. Da fiir jedes Element a und jede
Menge M entweder a € M oder a ¢ M gilt, muss auch M entweder in
sich selbst enthalten sein oder nicht. Die Definition von M offenbart uns
jedoch das folgende erstaunliche Ergebnis:

MeM=M¢gM, M¢M=>MecM

Der als Russell’sche Antinomie bekannte Widerspruch entlarvte den
Cantor’schen Mengenbegriff als in sich widerspriichlich und lies Fre-
ges Gedankengeriist wie ein Kartenhaus in sich zusammenstiirzen. Die
Geschehnisse unterstrichen nachhaltig, wie wichtig eine widerspruchs-
freie Fundierung der Mathematik tatsdchlich war.

Zu den ersten, die sich der neugeborenen Herausforderung stellten, ge-
horten die britischen Mathematiker Bertrand Russell und Alfred North
Whitehead. Sie starteten den Versuch, ein widerspruchsfreies Funda-
ment zu errichten, auf dem die Mathematik fiir alle Zeiten einen si-
cheren Halt finden sollte. Nach zehn Jahren intensiver Arbeit war das
Ergebnis greifbar: Die Principia Mathematica waren fertiggestellt (vgl.
Abbildung 1.7). In einem dreibandigen Werk unternahmen Russell und
Whitehead den Versuch, weite Bereiche der Mathematik mit den Mit-
teln der elementaren Logik formal herzuleiten. Ein groBer Teil des
Werks ist der Typentheorie gewidmet; einer widerspruchsfreien Kon-
struktion des Mengenbegriffs, mit dem die Art von Selbstbezug vermie-
den wird, die wenige Jahre zuvor die Mathematik in ihre grofite Krise
stiirzte. Heute gilt die Typentheorie der Principia als tiberholt. An ih-
re Stelle tritt der formale axiomatische Aufbau der Mengenlehre durch
Ernst Zermelo und Abraham Fraenkel, der die Russell’sche Antinomie
ebenfalls beseitigt [32,111].

Die mathematische Widerspruchsfreiheit
ist eine unabdingbare Eigenschaft des ma-
thematischen Schlieens. Fehlt sie, so ver-
kommt jedes formale System zu einem
wertlosen Gedankengebilde. Warum dies
so ist, wollen wir im Folgenden kurz be-
griilnden. Nehmen wir an, es gebe eine
Aussage R, fiir die sich sowohl R als auch
ihre Negation —R innerhalb des Kalkiils
ableiten lassen. Die Situation erscheint
wenig bedrohlich, wenn es sich um ei-
ne Aussage handelt, die uns nicht weiter
interessiert. Eventuell ist R eine Aussa-
ge der Russell’schen Art, die uns ohnehin
suspekt erscheint. Konnen wir den Kal-
kiil vielleicht trotzdem sinnvoll einsetzen,
wenn wir Aussagen dieser Form schlicht
aullen vor lassen?

Dass sich widerspriichliche Aussagen in
einem Kalkiil nicht isoliert betrachten las-
sen, liegt an den Schlussregeln der klassi-
schen Logik. In Kapitel 3 werden Sie er-
lernen, wie sich das Theorem

-P— (P— Q)

aus den elementaren Axiomen der Logik
herleiten ldsst. In Worten besagt es: Ist P
falsch, so folgt aus der Wahrheit von P die
Wabhrheit von Q. Substituieren wir R fiir P,
so erhalten wir das Theorem

-R— (R— Q).

Da —R eine wahre Aussage ist, ldsst sich
mithilfe der Abtrennungsregel (Modus po-
nens) das Theorem

R— 0O

herleiten. Nach Voraussetzung ist R eben-
falls wahr, so dass eine erneute Anwen-
dung der Abtrennungsregel das Theorem
O hervorbringt. Da die Wahl von Q kei-
nen Einschriankungen unterliegt, konnen
wir eine beliebige Aussage fiir Q substi-
tuieren. Kurzum: In einem widerspriichli-
chen Kalkiil lassen sich ausnahmslos alle
Aussagen als wahr beweisen.
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PRINCIPIA MATHEMATICA PREFACE
HE mathematical treatment of the principles of mathematics, which is
By the subject of the present work, has arisen from the conjunction of two

different studies, both in the main very modern. On the one hand we have
the work of analysts and geometers, in the way of formulating and systematising
their axioms,and the work of Cantor and others on such matters as the theory
of aggregates. On the other hand we have symbolic logic, which, after a
necessary period of growth, has now, thanks to Peano and his followers,
acquired the technical adaptability and the logical comprehensiveness that are
essential to a mathematical instrument for dealing with what have hitherto
been the beginnings of mathematics. From the combination of these two
studies two results emerge, namely (1) that what were formerly taken, tacitly
or explicitly, as axioms, are either unnecessary or demonstrable; (2) that the
same methods by which supposed axioms are demonstrated will give valuable
results in regions, such as infinite number, which had formerly been regarded
as inaccessible to human knowledge. Hence the scope of mathematics is
enlarged both by the addition of new subjects and by a backward extension

ALFRED NORTH WHITEHEAD, Sc.D., F.RS.

Fellow and late Lecturer of Trinity College, Cambridge

AND

BERTRAND RUSSELL, M.A.,, F.R.S.

VOLUME 1

Abbildung 1.7: Die Principia Mathematica, erstmals erschienen in den Jahren 1910 bis 1913, ist eines der berithmtesten
mathematischen Werke unserer Geschichte. Auf iiber 1800 Seiten, verteilt auf 3 Bande, unternahmen die Autoren den Versuch,
alle mathematischen Erkenntnisse aus einer kleinen Menge von Axiomen systematisch herzuleiten.

Die Principia war in puncto Prézision jedem anderen Werk ihrer Zeit
weit voraus. Sie fasste einen mathematischen Beweis als eine Folge
von Regelanwendungen auf, durch die eine Aussage in endlich vielen
Schritten aus einer festgelegten Menge von Axiomen abgeleitet wurde.

1.2.2 Metamathematik

Durch die zunehmende Beschiftigung mit den verschiedensten forma-
len Systemen entstand im Laufe der Zeit eine Metamathematik, die sich
nicht mit der Ableitung von Sétzen innerhalb eines Kalkiils beschiftigt,
sondern mit Sitzen, die Aussagen iiber den Kalkiil treffen. Drei Frage-
stellungen riickten in das Zentrum des Interesses:

B Vollstindigkeit

Ein formales System heil3t vollstindig, wenn jede wahre Aussage,
die in der Notation des Kalkiils formuliert werden kann, innerhalb
desselben beweisbar ist. Mit anderen Worten: Fiir jede wahre Aus-
sage P muss es eine endliche Kette von Regelanwendungen geben,
die P aus den Axiomen deduziert. Beachten Sie, dass uns ein voll-
standiger Kalkiil nicht preisgeben muss, wie eine solche Kette zu
finden ist. Die Vollstindigkeit garantiert lediglich deren Existenz.
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B Widerspruchsfreiheit

Ein formales System heit widerspruchsfrei, wenn fiir eine Aussa-
ge P niemals gleichzeitig P und die Negation von P (geschrieben
als —P) abgeleitet werden kann. Auf die immense Bedeutung der
Widerspruchsfreiheit eines Kalkiils sind wir weiter oben bereits ein-
gegangen. Erfiillt ein formales System diese Eigenschaft nicht, so
konnte es kaum wertloser sein. Es wiirde uns gestatten, jede beliebi-
ge Aussage zu beweisen.

B Entscheidbarkeit

Ein formales System heif3t entscheidbar, wenn ein systematisches
Verfahren existiert, mit dem fiir jede Aussage entschieden werden
kann, ob sie innerhalb des Kalkiils beweisbar ist. Hinter der Eigen-
schaft der Entscheidbarkeit verbirgt sich nichts Geringeres als der
Waunsch nach einer mechanisierten Mathematik. Wire z. B. die Zah-
lentheorie vollstindig und entscheidbar, so liee sich fiir jede wah-
re zahlentheoretische Aussage auf maschinellem Wege ein Beweis
konstruieren. Der Traum eines jeden Mathematikers wiirde wahr.

Hilbert war iiberzeugt, dass eine vollstindige, widerspruchsfreie und
entscheidbare Axiomatisierung der Mathematik moglich sei. Im Jahr
1929 wurden seine Hoffnungen durch die Arbeiten des jungen Mathe-
matikers Kurt Godel zusitzlich genidhrt, als dieser in seiner Promotions-
schrift die Vollstiandigkeit der Pradikatenlogik erster Stufe bewies [36].
Es war also moglich, einen Kalkiil zu konstruieren, in dem sich jede
wahre priadikatenlogische Formel in endlich vielen Schritten aus den
Axiomen ableiten ldsst. In diesen Tagen schien es nur eine Frage der
Zeit zu sein, bis aus Hilberts Vermutungen Gewissheit werden wiirde.

1930 war das Jahr, in dem die Entwicklung eine abrupte Kehrtwende
nehmen sollte. Am 8. September bekriftigte Hilbert vor der Versamm-
lung Deutscher Naturforscher und Arzte in seiner Heimatstadt Kénigs-
berg seine tiefe Uberzeugung, dass es in der Wissenschaft keine unlos-
baren Probleme gibt. Ein Auszug aus seiner Rede wurde in Form einer
Radioansprache ausgestrahlt. Sie schlieit mit den berithmten Worten:

., Wir diirfen nicht denen glauben, die heute mit philosophi-
scher Miene und iiberlegenem Tone den Kulturuntergang
prophezeien und sich in dem Ignorabimus gefallen. Fiir
uns gibt es kein Ignorabimus, und meiner Meinung nach
auch fiir die Naturwissenschaft iiberhaupt nicht. Statt des
torichten Ignorabimus heiffe im Gegenteil unsere Losung:
Wir miissen wissen, wir werden wissen. “

,Ignoramus et ignorabimus.
(Wir wissen es nicht und wir werden es
niemals wissen)

Emil Heinrich Du Bois-Reymond
(1818 — 1896)

., Fiir uns gibt es kein Ignorabimus®.
Mit diesem Satz bekriftigte David Hil-
bert seine Haltung, dass es in den Na-
turwissenschaften keine unbeweisbaren
Wabhrheiten gibt. Der Begriff Ignorabimus
wurde durch den deutschen Gelehrten
Emil Heinrich Du Bois-Reymond geprégt.
Durch seine Leipziger Rede vor der Ver-
sammlung Deutscher Naturforscher und
Arzte 16ste er im Jahr 1872 einen Rich-
tungsstreit aus, der auf Jahre hinweg zu
kontroversen Diskussionen in der Wissen-
schaftsgemeinde fiihren sollte. Er vertrat
die Meinung, dass Begriffe wie das Be-
wusstsein niemals mit naturwissenschaft-
lichen Methoden erklidrbar sein werden.
Kurzum: Die Wissenschaft besitzt un-
iiberwindbare Grenzen. ,,Ich werde jetzt,
wie ich glaube, in sehr zwingender Wei-
se dartun, dass nicht allein bei dem heuti-
gen Stand unserer Kenntnis das Bewusst-
sein aus seinen materiellen Bedingungen
nicht erkldrbar ist, was wohl jeder zugibt,
sondern dass es auch der Natur der Din-
ge nach aus diesen Bedingungen nicht er-
kléirbar sein wird. “ [8].
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1 Einfiihrung

Der Unvollstindigkeitsbeweis ist nicht
nur aufgrund seiner inhaltlichen Tragwei-
te von Bedeutung. Auch die trickreiche
Beweisfiithrung, mit der Godel sein Re-
sultat erzielte, zeugt von der Tiefgriindig-
keit des Ergebnisses. Godel konnte zei-
gen, dass mathematische Schlussregeln,
die Aussagen iiber Zahlen machen, selbst
als Zahl verstanden werden konnten. Da-
mit war es moglich, die Ebene der Zah-
lentheorie mit ihren Metaebenen zu ver-
mischen. Aussagen sind nichts anderes als
Zahlen, die selbst Aussagen iiber Zahlen
titigen. Auf diese Weise gelang es Godel,
Metaaussagen wie ,,Aussage XYZ ist be-
weisbar “ innerhalb des Systems zu codie-
ren.

Um die Unvollstindigkeit zu beweisen,
wandte Godel einen Trick an. Er konstru-
ierte Aussagen, die auf sich selbst Bezug
nehmen und so eine Metaaussage iiber
sich selbst beinhalten. Auf diese Weise
gelang es ihm, eine Formel zu konstru-
ieren, die der Metaaussage ,,Diese For-
mel ist nicht beweisbar‘ entspricht. Ist die
Formel wabhr, so ldsst sie sich nicht bewei-
sen und das zugrunde liegende Axiomen-
system ist unvollstindig. Ist sie falsch, so
wiirde ein Beweis fiir eine falsche Aus-
sage existieren und das Axiomensystem
wire nicht widerspruchsfrei. Mit anderen
Worten: Erfiillt ein Axiomensystem die
Eigenschaft der Widerspruchsfreiheit, so
ist es zwangsldufig unvollstindig.

Der Unvollstandigkeitssatz zeigte zudem,
dass die Widerspruchsfreiheit eines hin-
reichend aussagekriftigen formalen Sys-
tems nicht innerhalb des Systems selbst
bewiesen werden kann. G6del nutzte aus,
dass in einem widerspriichlichen System
alle Aussagen wahr sind, d.h., ein Kal-
kil ist genau dann widerspruchsfrei, wenn
es eine einzige Aussage gibt, die nicht
bewiesen werden kann. Godel konnte je-
doch zeigen, dass eine Aussage der Form
,es existiert eine unbeweisbare Aussage “
ebenfalls nicht innerhalb des Systems be-
wiesen werden kann.

Die Rede ist im Originalton erhalten und ein unschitzbares Dokument
der Zeitgeschichte. Sie zeigt nachdriicklich, wie liberzeugt Hilbert von
der Durchfiihrbarkeit seines ehrgeizigen Programms wirklich war.

Zum Zeitpunkt seiner Rede wusste Hilbert noch nichts von den Ereig-
nissen, die sich am Vortag an anderer Stelle in Konigsberg abspielten.
Es war die groBe Stunde eines vierundzwanzigjihrigen Mathematikers,
der mit der Préisentation seines Unvollstindigkeitssatzes die Mathema-
tik aus den Angeln hob. Derselbe Kurt Godel, der kurze Zeit zuvor
die Vollstandigkeit der Priadikatenlogik bewies, konnte zeigen, dass die
Arithmetik aus fundamentalen Uberlegungen heraus unvollstindig sein
musste. Sein Ergebnis war so allgemein, dass es auf jedes axiomatische
System angewendet werden konnte, das ausdrucksstark genug ist, um
die Zahlentheorie zu formalisieren. Damit war nicht nur gezeigt, dass
der logische Apparat der Principia Mathematica unvollstéindig war, son-
dern auch, dass jeder Versuch, die Principia oder ein dhnliches System
zu vervollstindigen, von Grund auf zum Scheitern verurteilt ist. Go-
del versetzte dem Hilbert’schen Programm einen schweren Schlag, von
dem es sich nie erholen sollte.

Godels Arbeit verwies die Mathematik zweifelsohne in ihre Grenzen,
lieB jedoch Hilberts dritte Vermutung auflen vor. Auch wenn wir nicht
in der Lage sind, einen widerspruchsfreien und zugleich vollstandigen
Kalkiil fiir die Theorie der Zahlen zu konstruieren, so konnte die Frage
nach der Entscheidbarkeit eines Kalkiils dennoch positiv beantwortet
werden. Der Unvollstindigkeitsbeweis schlief3t nicht aus, dass ein sys-
tematisches Verfahren existiert, das fiir jede Aussage bestimmt, ob es
innerhalb des Systems beweisbar ist oder nicht.

Die Hoffnung, dass zumindest diese letzte Frage positiv beantwortet
werden konnte, wurde im Jahr 1936 vollends zerstort, als der britische
Mathematiker Alan Turing seine grundlegende Arbeit On computable
numbers, with an application to the Entscheidungsproblem der Offent-
lichkeit prisentierte (Abbildung 1.8). Turings Arbeit ist fiir die theo-
retische Informatik aus zweierlei Griinden von Bedeutung. Zum einen
gelang es ihm als einem der Ersten, die Grenzen der Berechenbarkeit
formal zu erfassen und das Entscheidungsproblem negativ zu beantwor-
ten; die Jagd nach dem mathematischen Perpetuum Mobile war zu En-
de. Zum anderen konstruierte Turing fiir seinen Beweis ein abstraktes
Maschinenmodell, das dem Funktionsprinzip moderner Computer be-
reits sehr nahe kam. Aus heutiger Sicht bildet das gedankliche Gebilde
der Turing-Maschine die Nahtstelle zwischen der abstrakten Mathema-
tik des frithen zwanzigsten Jahrhunderts und der Welt der realen Re-
chenmaschinen. In gewissem Sinne ersann Turing den missing link, der
die Mathematik in Form des Computers zum Leben erweckte.
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