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Kapitel 1
Einfuhrung

Dieses Kapitel gibt Ihnen einen kurzen Uberblick iiber die Erwei-
terungsméglichkeiten, Einsatzgebiete und die Funktionalitdt der
Programmiersprache Python.

Wenn Sie fiir Ihre wissenschaftliche Arbeit umfangreiche Berechnungen durchfiih-
ren miissen und die Ergebnisse auch grafisch ansprechend prasentieren wollen, dann
sollten Sie sich ernsthaft mit Python beschaftigen. Python ist eine Programmierspra-
che, die tiber eine dhnliche Funktionalitdt wie MATLAB verfiigt, wenn sie durch ent-
sprechende Module erweitert wird. Auferdem wird Python einschliefilich aller Er-
weiterungsmodule kostenfrei zur Verfliigung gestellt. Mit Python konnen Sie z. B.
Gleichungssysteme ldsen, Funktionsplots erstellen, differenzieren, integrieren und
auch Differenzialgleichungen 16sen. Auch das Erstellen grafischer Benutzerober-
flichen ist moglich. Fir fast jede Problemstellung in den Ingenieur- und Naturwis-
senschaften gibt es Losungsangebote, die nicht nur ein breites Anwendungsgebiet
abdecken, sondern zusatzlich auch noch durch Benutzerfreundlichkeit und Leis-
tungsfahigkeit tiberzeugen.

Die Programmiersprache Python wurde Anfang der 1990er-Jahre von Guido van
Rossum am Centrum Wiskunde & Informatica in Amsterdam entwickelt. Die Namens-
gebung hat nichts mit der gleichnamigen Schlange Python zu tun, sondern bezog
sich auf die britische Komikergruppe Monty Python.

Die besonderen Vorteile und Leistungsmerkmale der Programmiersprache sind fol-
gende:

» Python ist eine leicht zu erlernende und leistungsfahige Programmiersprache.
Sie stellt effiziente Datenstrukturen bereit.
Sie erlaubt auch objektorientierte Programmierung.

Sie hat eine ubersichtliche Syntax und eine dynamische Typisierung,.

v v v VY

Python-Programme werden mit einem Interpreter Ubersetzt und eignen sich des-
halb fiir eine schnelle Entwicklung von Prototypen.

v

Python steht fur Linux, macOS und Windows zur Verfigung.

» Python kann durch Module erweitert werden.
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1 Einfuhrung

Das Modulkonzept ist der Grundpfeiler und eine der herausragenden Stirken von
Python. Ein Modul ist ein Baustein eines Softwaresystems, das eine funktional in sich
abgeschlossene Einheit bildet und einen bestimmten Dienst bereitstellt. Fiir ein ab-
grenzbares wissenschaftliches Problem wird jeweils ein Modul zur Verfiigung ge-
stellt, das genau auf diese Problemstellung zugeschnitten ist. In diesem Buch stelle
ich Ihnen die fiinf Module NumPy, Matplotlib, SymPy, SciPy und VPython vor.

1.1 Entwicklungsumgebungen

Eine Entwicklungsumgebung ist ein Softwareprogramm, das aus einem Texteditor,
einem Debugger und einem Interpreter besteht. Der Texteditor einer Entwicklungs-
umgebung unterstiitzt den Programmierer beim Schreiben von Programmen, z. B.
durch Syntaxhervorhebung, automatisches Einrticken des Quelltextes usw. Der De-
bugger hilft dem Programmierer bei der Fehlersuche, und der Interpreter fithrt die
Anweisungen des Programms aus. Von den vielen Entwicklungsumgebungen, mit
denen Python-Programme entwickelt werden konnen, sollen hier nur die Entwick-
lungsumgebungen IDLE, Thonny und Spyder kurz vorgestellt werden.

1.1.1 IDLE

Die Abkiirzung IDLE steht flir Integrated Development and Learning Environment.
Abbildung 1.1 zeigt die Bedienoberflache von IDLE.

.’ IDLE File Edit Format Run Options Window Help
@ © ® animation_sinus_test.py - /[Users/veit/test/animation_sinus_test.py (3.11.2)

#Animation einer Sinus-Funktion

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.animation import FuncAnimation

def f(x,k):
return np.sin(x-k/20)

1
2
3
4
5
6
7
8
9 def v(k):

10  y.set_data(x,f(x,k))

1 returny,

12

13 fig,ax=plt.subplots()

14 x=np.linspace(0,4*np.pi,200)

15 y, = ax.plot(x,f(x,0),lw=3,color="r")
16 #Animation

17 a=FuncAnimation(fig,v,interval=20,blit=True)
18 plt.show()

Ln:9 Col: 8

Abbildung 1.1 Die Entwicklungsumgebung IDLE

Die IDLE ist Bestandteil des Python-Downloads. Mit der Installation von Python wird
sie gleichzeitig zusammen mit dem Paketmanager Pip installiert. Unter der URL
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11 Entwicklungsumgebungen

https://www.python.org/downloads/ konnen Sie die aktuelle Version von Python fiir
die Betriebssysteme Linux, macOS und Windows herunterladen. Die einzelnen Mo-
dule NumPy, Matplotlib, SymPy, SciPy und VPython miissen Sie mit dem Paketma-
nager Pip installieren (siehe Abschnitt 1.1.4). Dabei kann es zu Problemen kommen,
wenn Sie eine neue Python-Version installieren: Die Module konnen mit der neuen
IDLE-Version nicht mehr importiert werden und die Programme werden nicht mehr
ausgefiihrt. Wie Sie dieses Problem eventuell beheben kénnen, zeige ich Thnen in Ab-
schnitt 1.1.4. Falls Sie mit der Installation der Python-Module scheitern sollten, emp-
fehle ich IThnen die Entwicklungsumgebung Thonny.

Wenn Sie auf RUN e PYTHON SHELL klicken, 6ffnet sich die Python-Shell. Hinter dem
Eingabeprompt >>> konnen Sie direkt Python-Befehle oder mathematische Ausdrii-
cke eingeben, z. B. 2+3, 3*5 oder 7/5. Jede Eingabe miissen Sie mit der [+ ]-Taste ab-
schlief3en.

1.1.2 Thonny

Thonny ist zwar, gemessen an den professionellen Angeboten, eine recht einfach ge-
staltete Entwicklungsumgebung mit einem vergleichsweise geringen Funktions-
umfang, sie ist aber aufgrund der leichten Bedienbarkeit besonders fiir Program-
mieranfinger geeignet. Mit Thonny konnen Sie alle hier im Buch besprochenen
Programmbeispiele ausfiihren und testen. Abbildung 1.2 zeigt die Bedienoberflache.

.’ Thonny Datei Bearbeiten Ansicht Ausfiilhren Werkzeuge Hilfe

[ ] [ ] # Thonny - [Users/veit/test/animation_sinus_test.py @ 9:9

D= [ o™
animation_sinus_test.py ‘ Assistent

1D
I

1 #Animation einer Sinus-Funktion

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.animation import FuncAnimation

def f(x,k):
return np.sin(x-k/20)

woNOOUTAWN

def v(k):

10 y.set_data(x, f(x,k))

11 return vy,

12

13 fig,ax=plt.subplots()

14 x=np.linspace(0,4%*np.pi,200)

15 vy, = ax.plot(x,f(x,0),w=3,color="'r")

16 #Animation

17 a=FuncAnimation(fig,v,interval=20,blit=True)
18 plt.show()

<« »

Kommandozeile ‘
Python 3.10.9 (/Applications/Thonny.app/Contents/Fram
eworks/Python. framework/Versions/3.10/bin/python3.10)
>>>

I

Lokales Python 3 « Thonnys Python

Abbildung 1.2 Die Entwicklungsumgebung Thonny
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1 Einfuhrung

Thonny steht unter der URL https://thonny.org flr die Betriebssysteme Linux, macOS
und Windows als Download zur Verfligung.

Der Quelltext des Programms wird in den Texteditor (linker oberer Bereich) eingege-
ben. Nachdem das Programm mit der Funktionstaste oder mit einem Mausklick
auf den START-Button gestartet wurde, erscheint ein Dialogfenster, in das der Datei-
name des Programms eingegeben werden muss. Das Ergebnis von numerischen Be-
rechnungen wird dann in dem Fenster KOMANDOZEILE links unten in der Python-
Shell ausgegeben. Funktionsplots von Matplotlib-Programmen werden in einem se-
paraten Fenster ausgegeben. In der Shell, auch Python-Konsole genannt, konnen Sie
auch direkt Python-Befehle eingeben. Der ASSISTENT auf der rechten Seite des
Hauptfensters unterstitzt Sie bei der Fehlersuche. Allerdings sollten Sie diesbeziig-
lich keine zu hohen Erwartungen haben.

Ein besonders wichtiges Feature von Thonny ist, dass Sie die Module NumPy, Mat-
plotlib, SymPy, SciPy und VPython einfach nachinstallieren und aktualisieren kon-
nen. Dazu brauchen Sie nur den Dialog WERKZEUGE ¢ VERWALTE PAKETE zu 6ffnen
(siehe Abbildung 1.3). Dann geben Sie oben links im Textfeld den Namen des zu instal-
lierenden Moduls ein und klicken auf INSTALLIEREN oder AKTUALISIEREN.

Verwalte Pakete fiir [Applications/Thonny.app/C [Fr ks/Python.fr k/Versions/3.10/bin/python3.10

lnumpy ‘ ‘ Suche im PyPI

<Installieren> =

adafruit-board-toolkit numpy

aiohttp

aiosignal Neueste stabile Version: 1.24.2

anyio f Fund: | k for array computing in Python

appnope = Autor: Travis E. Oliphant et al.

argon2-cffi Homepage: https://www.numpy.org

argon2-cffi-bindings PyPI-Seite: https: i.org/project/num

astroid

asttokens

async-timeout

attrs

autobahn

backcall

berypt

beautifulsoup4

bitstring

bleach

certifi

cffi

charset-normalizer

contourpy ]

cryptography = | Installieren ‘ ‘ ‘ SchlieBen

Abbildung 1.3 Installation von Modulen

Wenn Sie ein Modul deinstallieren wollen, dann mussen Sie das entsprechende Mo-
dul im linken Fenster auswahlen. Dann erscheint rechts neben der Befehlsschaltfla-
che INSTALLIEREN die Befehlsschaltfliche DEINSTALLIEREN. Ein besonderer Vorteil
des Paketmanagers von Thonny besteht darin, dass Sie auch dltere Versionen aller
verfugbaren Module testen konnen. Dazu miissen Sie nur auf die Befehlsschaltflache
... direkt rechts neben der Befehlsschaltfliche INSTALLIEREN klicken, und es 6ffnet
sich ein Fenster, in dem Sie die gewtiinschte Version des Moduls auswéhlen konnen.
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11 Entwicklungsumgebungen

1.1.3 Spyder

Spyder ist die Entwicklungsumgebung der Anaconda-Distribution. Bis auf VPython
sind die in diesem Buch behandelten Module NumPy, Matplotlib, SymPy und SciPy
schon eingebaut.

.’ Spyder Datei Bearbeiten Suchen Quellcode Ausfiilhren Debuggen Konsolen Projekte ~Werkzeuge Ansicht Hilfe
[ XN ) Spyder )
B & B B » OO0 3L m» ~ ¥ * » = O
[Users/ veit/test/animation_sinus_test.py - * Y =
o X animation_sinus_test.py X slider _sinus_test.py X epidemie_test.py = Name -
1  #Animation einer Sinus—Funktion O el e gy
2 import numpy as np @ epidemie_test.py
3 import matplotlib.pyplot as plt @RsIder2sinusStestovEse
4  from matplotlib.animation import FuncAnimation Hilfe) | Abbildungen| [RSIEE
5 [Ba E
6 def f(x,k): X Terminal 1 B
; return np.sin(x-k/20) iMac-von-Veit:test veit$
9  def v(k):
10 y.set_data(x, f(x,k))
11 return vy,
12
13 fig,ax=plt.subplots()
14 x=np.linspace(0,4%*np.pi,200)
15 vy, = ax.plot(x,f(x,0),w=3,color="r")

16 #Animation
17 a=FuncAnimation(fig,v,interval=20,blit=True)
18  plt.show()

IPython-Konsole Chronik Terminal

& Spyder:5.4.2 internal (Python 3.9.14) <, Completions: internal v LSP: Python Line1,Col1 ASCIl LF RW Mem 90%

Abbildung 1.4 Die Entwicklungsumgebung Spyder

Spyder steht unter der URL https://www.spyder-ide.org fiir Linux, macOS und Win-
dows als kostenfreier Download zur Verfiigung.

Wenn Sie eine Animation mit einem Matplotlib-Programm ausfithren wollen, dann
mussen Sie in den Einstellungen unter IPYTHON-KONSOLE ¢ GRAFIK als Backend
AUTOMATISCH auswahlen. Nach dem Programmstart erscheint dann ein separates
Fenster, in dem die Animation ausgefithrt wird. Auch Matplotlib-Programme, die
Slider-Steuerelemente enthalten, kdnnen nur mit dieser Option interaktiv ausge-
fihrt werden.

Spyder ist zwar eine sehr leistungsfahige Entwicklungsumgebung. Sie hat allerdings
den Nachteil, dass die Nachinstallation von standardmafiig nicht mitinstallierten
Modulen, wie z. B. VPython, fiir Anfanger nicht leicht zu handhaben ist. Ndhere Hin-
weise zur Installation von Python-Modulen finden Sie in der Dokumentation zu
Spyder (https://www.spyder-ide.org).

114 Pip

Wenn Sie andere Entwicklungsumgebungen als Thonny oder Spyder benutzen wol-
len, dann konnen Sie Python-Module mit Pip installieren. Pip ist keine Entwicklungs-
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1 Einfuhrung

umgebung, sondern der Paketmanager von Python, der Module aus dem Python
Package Index (https://pypi.org/) installiert. Uber ihn konnen Sie sehr komfortabel
Module herunterladen und aktualisieren — fiir die Arbeit mit Python ist Pip ein sehr
wichtiges Werkzeug.

Wenn Sie Python installiert haben und beispielsweise nur das Modul NumPy hinzu-
figen wollen, nutzen Sie folgenden Befehl, den Sie in einem Terminal unter Win-
dows, Linux oder macOS eingeben konnen:

pip install numpy

Eine bestehende NumPy-Installation aktualisieren Sie mit diesem Kommando:

pip install --upgrade numpy

Falls Sie IDLE (z. B. Version 3.9) nutzen und eine neue Version von Python (z. B. 3.11)
installieren, dann werden die zuvor installierten Python-Module in die aktualisierte
Version nicht mehr importiert. In diesem Fall versuchen Sie die Installation mit
pip3.11 install numpy.

Wenn Ihnen die Installation oder Aktualisierung der Python-Module nicht gelingen
sollte, empfehle ich IThnen die Entwicklungsumgebung Thonny. Weitere Informatio-
nen zum Einsatz von Pip finden Sie auf der Seite https.//pypi.org/project/pip.

1.2 Die Module von Python

Damit Sie sich einen ersten Uberblick tiber die Mdglichkeiten und Leistungsmerk-
male des Modulkonzepts von Python verschaffen konnen, beschreibe ich die funf
Module zunichst einmal schlagwortartig. Statt Modul ist auch die Bezeichnung
Bibliothek oder Softwarebibliothek iiblich. Die Fahigkeiten von Python verdeutlicht
man am besten anhand kurzer Programmbeispiele. Sie miissen selbstverstandlich
die hier gezeigten Quelltexte noch nicht verstehen. Dazu dienen ja die nachfolgen-
den Kapitel.

1.2.1 NumPy

Mit dem Modul NumPy (numerisches Python) kénnen Sie umfangreiche numeri-
sche Berechnungen durchfiihren, z. B. lineare Gleichungssysteme losen — auch mit
komplexen Zahlen. Listing 1.1 zeigt ein Beispiel zur Vektorrechnung:

01 dimport numpy as np
02 A=np.array([1, 2, 3])

20



1.2 Die Module von Python

03 B=np.array([4, 5, 6])
04 print("Vektor A
05 print("Vektor B

2" A)
( :",B)

06 print("Summe A+B:",A+B)

07 print("Produkt  A*B:",A*B)

08 print("Kreuzprodukt :",np.cross(A,B))

09 print("Skalarprodukt:",np.dot(A,B))

Listing 1.1 NumPy-Programm

Ausgabe

Vektor A: [12 3]
Vektor B: [45 6]
Summe A+B: [5 7 9]
Produkt  A*B: [ 4 10 18]
Kreuzprodukt : [-3 6 -3]
Skalarprodukt: 32

Das Modul NumPy wird in Kapitel 3, »Numerische Berechnungen mit NumPy«, be-
handelt.

1.2.2 Matplotlib

Mit dem Modul Matplotlib kénnen Sie mathematische Funktionen, Histogramme
und viele andere Diagrammtypen darstellen sowie physikalische Vorgiange simulie-
ren und animieren. Die grafischen Gestaltungsmaoglichkeiten sind sehr vielfaltig und
detailreich. Listing 1.2 zeigt ein einfaches Beispiel fur den Funktionsplot eines Poly-
noms:

01 import numpy as np

02 import matplotlib.pyplot as plt
03 x=np.arange(-2,6,0.01)

04 y=x¥*3-7*x**2+7*x+15

05 plt.plot(x,y)

06 plt.show()

Listing 1.2 Funktionsplot mit Matplotlib

Ausgabe
In Abbildung 1.5 sehen Sie die Ausgabe des Funktionsplots.
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1 Einfuhrung

[ JoX ) Figure 1

20 A

10 A

—10 4

—20 4

—30 1

A€ PQF
Abbildung 1.5 Ein mit Matplotlib erstellter Funktionsplot

Das Modul Matplotlib wird in Kapitel 4, »Funktionsdarstellungen und Animationen
mit Matplotlib«, behandelt.

1.2.3 SymPy

Mit SymPy (symbolisches Python) kénnen Sie Integrale oder Ableitungen symbo-
lisch berechnen oder Differenzialgleichungen symbolisch 16sen. Auch die Vereinfa-
chung mathematischer Terme ist moglich (und vieles mehr). Listing 1.3 zeigt ein ein-
faches Beispiel fur die symbolische Differenziation und Integration:

01 from sympy import *

02 x=symbols("x")

03 y=x¥*3-7*x**2+7*x+15

04 'y 1=diff(y,x,1)

05 y 2=diff(y,x,2)

06 vy 3=diff(y,x,3)

07 Y=integrate(y,x)

08 print("1. Ableitung:",y 1)
09 print("2. Ableitung:",y 2)
10 print("3. Ableitung:",y 3)
11 print("  Integral :",Y)

Listing 1.3 Symbolisches Differenzieren und Integrieren mit SymPy
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1.2 Die Module von Python

Ausgabe

1. Ableitung: 3*x**2 - 14*x + 7
2. Ableitung: 2*(3*x - 7)
3. Ableitung: 6
Integral : x**4/4 - 7*x*¥3/3 + 7*x¥*2/2 + 15%x

Das Modul SymPy wird in Kapitel 5, »Symbolisches Rechnen mit SymPy«, behandelt.

1.2.4 SciPy

Mit SciPy (scientific Python) konnen Sie numerisch differenzieren, integrieren und
Systeme von Differenzialgleichungen numerisch 16sen. SciPy ist ebenso umfang-
reich wie vielseitig. Die Moglichkeiten von SciPy konnen in diesem Buch nur ansatz-
weise beschrieben werden. Listing 1.4 zeigt ein einfaches Beispiel zur numerischen
Integration:

01 import scipy.integrate as integral
02 def f(x):

03 return x**2

04 A=integral.quad(f,0,5)

05 print("Flécheninhalt A=",A[0])

Listing 1.4 Numerisches Integrieren mit SciPy

Ausgabe

Fldcheninhalt A= 41.66666666666666

Das Modul SciPy wird in Kapitel 6, »Numerische Berechnungen und Simulationen
mit SciPy«, behandelt.

125 VPython

Mit VPython kénnen Sie Korper in einer 3D-Ansicht darstellen oder auch deren Bewe-
gungen im 3D-Raum animieren. Ab Version 7 werden die Animationen nach dem
Programmstart im Standardbrowser dargestellt. Listing 1.5 zeigt ein Beispiel, wie die
Animation eines springenden Balls programmiert werden kann:

01 from vpython import *

02 1r=1. #Radius

03 h=5. #Hohe

04 scene.background=color.white

05 scene.center=vector(0,h,0)

06 box(pos=vector(0,0,0),size=vector(2*h,r/2,h), color=color.green)
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1 Einfuhrung

07 ball = sphere(radius=r, color=color.yellow)
08 ball.pos=vector(0,2*h,0) #Fallhche
09 ball.v = vector(0,0,0) #Anfangsgeschwindigkeit

10 g=9.81

11 dt = 0.01

12 while True:

13 rate(100)

14 ball.pos = ball.pos + ball.v*dt
15 if ball.pos.y < r:

16 ball.v.y = -ball.v.y

17 else:

18 ball.v.y = ball.v.y - g*dt

Listing 1.5 Animation eines springenden Balls

Ausgabe

In Abbildung 1.6 sehen Sie eine Momentaufnahme der Animation.

-

Abbildung 1.6 Eine mit VPython erstellte Animation (springender Ball)

Das Modul VPython wird in Kapitel 7, »3D-Grafik und Animationen mit VPython,
behandelt.

In diesem Buch konnen nattirlich nicht alle Moglichkeiten der aufgezdhlten
Python-Module erschopfend behandelt werden. Sollten Sie ein bestimmtes Thema
vermissen, empfehle ich Thnen die Onlinedokumentation als erganzende Informa-
tionsquelle. Auf den Internetseiten der Modulbetreuer finden Sie fir jedes Modul
Tutorials flr den Einstieg und die Dokumentationen der vollstaindigen Modulbe-
schreibungen.

In den aufKapitel 7 folgenden Kapiteln werden weitere Einsatzmoglichkeiten der Mo-
dule vertieft. Im Fokus stehen hier mehr die praktischen Anwendungsmaglichkeiten.
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1.3 Die Schliisselwdrter von Python

In Kapitel 8, »Rechnen mit komplexen Zahleng, zeige ich Ihnen, wie mit der symboli-
schen Methode elektrische Wechselstromnetzwerke berechnet werden. In der Pro-
jektaufgabe lernen Sie, wie ein elektrisches Energielibertragungssystem dimensio-
niert wird.

In Kapitel 9, »Statistische Berechnungen, geht es hauptsdchlich um die Simulation
einer Qualitatsregelkarte. Sie lernen, wie Sie normalverteilte Zufallszahlen erzeugen
und in einer Datei abspeichern. Diese Daten werden wieder ausgelesen, um ihre sta-
tistischen Kennwerte, den arithmetischen Mittelwert und die Standardabweichung
zu berechnen.

In Kapitel 10, »Boolesche Algebra«, wird gezeigt, wie Sie Wahrheitstabellen aufstellen
und komplexe logische Schaltungen mit SymPy vereinfachen konnen.

In Kapitel 11, »Interaktive Programmierung mit Tkinter«, lernen Sie, wie Sie mit
Python grafische Benutzeroberflichen programmieren kénnen. Die Projektaufgabe
zeigt, wie Sie einfache Regelkreise simulieren konnen.

1.3 Die Schliisselwérter von Python

Wenn Sie eine Programmiersprache erlernen wollen, dann mussen Sie als Erstes wis-
sen, welche Schliisselworter in dieser Programmiersprache definiert sind. Schlissel-
worter sind die reservierten Worter einer Programmiersprache. Sie haben in der De-
finition der Programmiersprache eine bestimmte Bedeutung und diirfen deshalb
nicht als Variablennamen in einem Programm benutzt werden. Python hat 35 Schlis-

selworter. Wenn Sie in der Python-Konsole folgende Befehle eingeben

>>> import keyword

>>> a=keyword.kwlist

>>> print(a)

dann erhalten Sie die Ausgabe:

['False', 'None', 'True', 'and', 'as', 'assert', 'async', 'await', 'break',
‘class', 'continue', 'def', 'del', 'elif', 'else', 'except', 'finally', 'for’,
'from', 'global', 'if', 'import', 'in', 'is', 'lambda', 'nonlocal', 'not', 'or',
'pass', 'raise', 'return', 'try', 'while', 'with', 'yield']

und mit der Anweisung

>>> print(len(a))
35

wird die Anzahl der Schliisselworter ausgeben.

Sie brauchen sich nicht gleich zu Beginn alle Schlisselworter zu merken. Um sich
einen besseren Uberblick tber die Schlisselworter von Python zu verschaffen, ist es
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1 Einfuhrung

sinnvoll, sie zunachst einmal nach ihrer Funktionalitdt zu ordnen. Tabelle 1.1 gibt Th-
nen eine nach funktionalen Kriterien geordnete Ubersicht der wichtigsten Schliissel-
worter.

Bedingte Schleifen Klassen, Fehler-

Anweisungen Module, behandlung
Funktionen

if for class try

else in def exept

elif while global finally

not break lambda raise

or as nonlocal assert

and continue yield with

is import

True return

False from

None

Tabelle 1.1 Ubersicht Gber die wichtigsten Schliisselwérter von Python (Auszug)

Mit einigen wenigen Schlisselwortern wie if, else, for und while kénnen Sie zusam-
men mit der eingebauten Python-Fuktion print() schon einfache Python-Pro-
gramme schreiben.

1.4 |hr Weg durch dieses Buch

Wie sollten Sie dieses Buch lesen? Im Prinzip konnen Sie die einzelnen Kapitel unab-
hangig voneinander lesen. Wenn Sie schon die Grundstrukturen von Python kennen,
dann konnen Sie Kapitel 2 Giberspringen. Ist das nicht der Fall, dann miissen Sie dieses
Kapitel zuerst lesen, weil es Voraussetzung flir das Verstindnis der nachfolgenden
Kapitel ist.

Das Konzept der Darstellung und Wissensvermittlung erfolgt nach einem einheitli-
chen Prinzip: Zu jedem Thema werden ein bis drei Beispiele aus der Elektrotechnik,
der Maschinenbautechnik oder der Physik vorgestellt. Nach einer kurzen Beschrei-
bung der Aufgabenstellung wird der vollstindige Quelltext abgedruckt. Direkt da-
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14 lhr Weg durch dieses Buch

nach erfolgt die Ausgabe (Ergebnisse der Berechnungen). Anschlieflend wird der
Quelltext besprochen und analysiert.

Zu einer Analyse eines Quelltextes gehort auch die Analyse der Ergebnisse (Ausgabe).
Stimmen die Ergebnisse mit den Erwartungen iberein? Lost das Programm die an es
gestellte Aufgabe tiiberhaupt? Oft versteht man den Quelltext eines Programms erst
vollstindig, wenn man die Ausgabe genauer betrachtet hat. Nach der Betrachtung der
Ausgabe konnen Sie dann wieder den Quelltext analysieren.

Am Ende eines jeden Kapitels werden eine oder mehrere Projektaufgaben gestellt,
besprochen und vollstandig geldst, um das zuvor Gelernte zu vertiefen und zu er-
weitern.
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Kapitel 3

Numerische Berechnungen
mit NumPy

In diesem Kapitel lernen Sie, wie Sie mit NumPy Operationen auf
Vektoren und Matrizen durchfiihren sowie lineare Gleichungssysteme
lésen kénnen.

Das Akronym NumPy steht fiir numerisches Python. Dieses Modul stellt, wie der
Name schon andeutet, Funktionen fiir numerische Berechnungen bereit. Neben der
Anzahl der zur Verfiigung gestellten Funktionen ist vor allem die kurze Laufzeit der
NumPy-Funktionen hervorzuheben. Das Modul NumPy sollten Sie immer mit der
Importanweisung import numpy as np importieren. Die Vergabe des Alias np hat sich
als Konvention durchgesetzt. NumPy bildet die Basis fiir fast alle wissenschaftlichen
Berechnungen und wird deshalb haufig zusammen mit den Modulen Matplotlib und
SciPy genutzt.

3.1 NumPy-Funktionen

Die am haufigsten genutzten NumPy-Funktionen sind arange() und linspace().
Beide Funktionen erzeugen eindimensionale Arrays der Lange n. Wahrend der Lauf-
zeit lasst sich n nicht mehr dndern. Wenn Sie die Funktion arange() wéhlen, dann
werden die Abstande zwischen den Array-Elementen festgelegt; wiahlen Sie dagegen
die Funktion linspace(), dann wird die Anzahl der Array-Elemente festlegt. Eine der
beiden Funktionen kommt in jedem Matplotlib-Programm fiir die Erzeugung der un-
abhdngigen Variablen in Wertetabellen vor. Die NumPy-Funktion array() erzeugt ein
zweidimensionales Array, wenn ihr eine verschachtelte Liste als Argument tibergeben
wird. Des Weiteren stellt NumPy auch noch die trigonometrischen Funktionen, die
hyperbolischen, die logarithmischen und wichtige statistische Funktionen zur Ver-
figung.
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3 Numerische Berechnungen mit NumPy

3.1.1 Eindimensionale Arrays mit arange() und linspace() erzeugen

Mit den NumPy-Funktionen arange() und linspace() lassen sich eindimensionale
Arrays mit vorgegebener Lange erzeugen. Der Datentyp muss einheitlich sein. Die all-
gemeine Syntax fiir arange () lautet:

np.arange(start,stop, step,dtype=None)

Der Datentyp muss nicht vorgegeben werden. Er wird von NumPy automatisch er-
mittelt. In der Regel werden Zahlen vom Typ Float verarbeitet. Drei unterschiedliche
Float-Datentypen sind maoglich:

» Floatl6: halbe Genauigkeit mit 10 Bit Mantisse und 5 Bit Exponent
» Float32: einfache Genauigkeit mit 23 Bit Mantisse und 8 Bit Exponent
» Float64: doppelte Genauigkeit mit 52 Bit Mantisse und 11 Bit Exponent

Die Funktion linspace() gibt statt der Schrittweite step die Anzahl der Elemente num
vor. Die Voreinstellung ist 50. Die allgemeine Syntax fir linspace() lautet:

linspace(start,stop,num=50,endpoint=True,retstep=False, dtype=None, axis=0)

Listing 3.1 vergleicht beide Funktionen miteinander:

01 #01 1dim array.py

02 import numpy as np

03 x1=list(range(10))

04 x2=np.arange(10)

05 x3=np.arange(1,10,0.5)

06 x4=np.linspace(1,10,10)

07 x5=np.linspace(1,10,10,endpoint=False)
08 print("Python Liste:",type(x1) ,"\n",x1)
09 print("arange() Schrittweite 1:",type(x2),"\n",x2)

10 print("arange() Schrittweite 0.5:",type(x3),"\n",x3)
11 print("linspace() Schrittweite 1:",type(x4),"\n",x4)
12 print("linspace() Schrittweite 0.9:",type(x5),"\n",x5)

Listing 3.1 Arrays mit arange() und linspace()

Ausgabe

Python Liste: <class 'list'>

[0, 1, 2,3, 4, 5,6, 7, 8, 9]

arange() Schrittweite 1: <class 'numpy.ndarray'>
[0123456789]

arange() Schrittweite 0.5: <class 'numpy.ndarray'>

[1. 1.5 2. 2.5 3. 3.54. 4.55. 5.56. 6.5 7. 7.5 8. 8.59. 9.5]
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3.1 NumPy-Funktionen

linspace() Schrittweite 1: <class 'numpy.ndarray'>
[1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10.]
linspace() Schrittweite 0.9: <class 'numpy.ndarray'>
[1. 1.9 2.8 3.7 4.6 5.5 6.4 7.3 8.2 9.1]

Analyse

Zeile 03 erzeugt die Liste x1 aus der Python-Funktion range(10). Zeile 08 gibt fiir x1 die
Zahlen von O bis 9 aus. Voreingestellt ist die Schrittweite 1.

Zeile 04 erzeugt ein Array x2 mit der NumPy-Funktion arange(). Zeile 09 gibt ebenfalls
flir x2 die Zahlen von O bis 9 aus. Voreingestellt ist ebenfalls die Schrittweite von 1.

Zeile O5 erzeugt ein NumPy-Array x3 mit der Schrittweite 0. 5. Der Endwert wird nicht
mit ausgegeben (Zeile 10).

In den Zeilen 06 und 07 werden zwei Arrays mit der NumPy-Funktion linspace() er-
zeugt. Wenn die Eigenschaft endpoint=False gesetzt wird, dann wird das letzte Ele-
ment nicht mit ausgegeben und die Schrittweite betragt 0,9 (Zeile 12). Die Voreinstel-
lung ist endpoint=True.

Die NumPy-Funktionen arange() und linspace() sind vom Typ numpy.ndarray. Das
Prafix nd steht fiir mehrdimensionale Arrays (engl. n-dimensional).

Laufzeit von arange() und linspace()

Ein besonderer Vorteil von NumPy-Funktionen soll deren kurze Laufzeit sein. Listing
3.2 berechnet und vergleicht die Laufzeiten einer Python-Liste mit den Laufzeiten der
NumPy-Funktionen arange() und linspace(). Alle drei Funktionen versionl(n), ver-
sion2(n) und version3(n) addieren jeweils 1 Million Zahlen aus zwei Arrays element-
weise. Die Laufzeit wird mit der Funktion time() aus dem Python-Modul time ermit-
telt.

01 #02 laufzeitvergleich.py
02 dImport time as t

03 dimport numpy as np

04 #Python Liste

05 def versionl(n):

06 t1=t.time()

07 x1=1list(range(n)) #Liste erzeugen
08 x2=1ist(range(n))

09 summe=| |

10 for i in range(n):

11 summe.append(x1[i]+x2[i])

12 return t.time() - t1
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3 Numerische Berechnungen mit NumPy

13 #NumPy arange()
14 def version2(n):

15 t1=t.time()

16 x1=np.arange(n)

17 x2=np.arange(n)

18 summe=x1+x2

19 return t.time() - t1

20 #NumPy linspace()
21 def version3(n):

22 t1=t.time()

23 x1=np.linspace(0,n,n)
24 x2=np.linspace(0,n,n)
25 summe=x1+x2

26 return t.time() - t1
27

28 nt=1000000

29 laufzeitl=versionl(nt)

30 laufzeit2=version2(nt)

31 laufzeit3=version3(nt)

32 faktorl=laufzeitl/laufzeit2
33 faktor2=laufzeitl/laufzeit3
34 #Ausgabe

35 print("Laufzeit flr Python range()...:",laufzeitl)
36 print("Laufzeit flr NumPy arange()..:",laufzeit2)
37 print("Laufzeit flir NumPy linspace():",laufzeit3)
38 print("arange() ist%4d mal schneller als range()" %faktorl)
39 print("linspace() ist%4d mal schneller als range()" %faktor2)

Listing 3.2 Laufzeitvergleich

Ausgabe

Laufzeit flr Python range()...: 0.1445789337158203
Laufzeit flr NumPy arange()..: 0.0028200149536132812
Laufzeit flr NumPy linspace(): 0.0020291805267333984
arange() ist 51 mal schneller als range()
linspace() ist 71 mal schneller als range()

Analyse

Die NumPy-Funktion arange() ist etwa 51-mal schneller und die NumPy-Funktion
linspace() ist etwa 71-mal schneller als die Python-Liste, die mit der Python-Funktion
range() erzeugt wird. Bei den Zeitmessungen handelt es sich nur um grobe Einschit-
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3.1 NumPy-Funktionen

zungen. Bei jedem neuen Programmstart und mit einer anderen Hardware und fallen
die Ergebnisse anders aus.

Fazit: Fur die numerische Auswertung grofler Datenmengen sollten Sie NumPy-
Arrays nutzen.

3.1.2 Zweidimensionale Arrays mit array() erzeugen

Bisher wurden mit den NumPy-Funktionen arange() und linspace() nur eindimen-
sionale Arrays erzeugt. In der Praxis werden, z. B. fiir die Berechnung elektrischer
Netzwerke oder fiir die Losung linearer Gleichungssysteme, auch zweidimensionale
Arrays benotigt. Zweidimensionale Arrays werden mit der NumPy-Funktion array()
aus verschachtelten Listen erzeugt. Sie sollten fiir Berechnungen mit Matrizen nur
die Funktion array() verwenden, weil die Funktion matrix() aus dem Modul NumPy
in Zukunft entfernt werden soll.

Matrizen

Matrizen werden durch NumPy-Arrays reprasentiert.

Das Konsolenbeispiel demonstriert den Unterschied zwischen einem eindimensio-
nalen und einem zweidimensionalen Array:

>>> import numpy as np
>>> a=np.array([1,2,3])
>>> 23
array([1, 2, 3])
>>> b=np.array([[1,2,3],[4,5,6]])
>>> b
array([[1, 2, 3],
(4, 5, 6]])
>>> a.ndim
1
>>> b.ndim
2
>>> type(b)
<class 'numpy.ndarray'>

Die array-Funktion ist ebenso wie die Numpy-Funktionen arange() und linspace()
Bestandteil (engl. member) der Klasse ndarray. Um die Operationen auf Arrays zu tes-
ten, ist es zweckmaflig die Erzeugung zweidimensionaler Arrays zu automatisieren.
Mit der NumPy-Methode obj.reshape() konnen Sie ein eindimensionales Array in
ein zweidimensionales Array umwandeln. Listing 3.3 zeigt, wie Sie eine mxn-Matrix
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3 Numerische Berechnungen mit NumPy

aus einem eindimensionalen Array erzeugen konnen. Aufierdem ermittelt das Pro-
gramm noch den Typ (die Gestalt) des Arrays mit der Eigenschaft shape und zeigt, wie
eine Matrix transponiert wird:

01 #03_2dim array.py

02 import numpy as np

03 m=3 #Zeilen

04 n=4 #Spalten

05 a=np.arange(m*n).reshape(m,n)

06 b=a.reshape(n*m,)

07 print("Typ des Arrays",a.shape,"\n",a)
08 print("Linearisieren\n",b)

09 print("Transponieren\n",a.T)

Listing 3.3 Erzeigen eines zweidimensionalen Arrays

Ausgabe

Typ des Arrays (3, 4)

[[0 1 2 3]

[4 5 6 7]

[ 8 910 11]]

Linearisieren

[001 2 3 4 5 6 7 8 910 11]
Transponieren

[[0 4 8]

[1 5 9]
[ 2 610]
[ 3 711]]

Analyse
In den Zeilen 03 und 04 konnen Sie die Zeilen- und Spaltenanzahl des Arrays dndern.

In Zeile 05 wandelt die NumPy-Methode reshape(m,n) das eindimensionale Array in
ein zweidimensionales Array um.

In Zeile 06 linearisiert die Methode a.reshape(n*m,) das zweidimensionale Array a.
Die Anweisung a.reshape(m,n) wird hier als Methode bezeichnet, weil reshape() zu
seiner Ausfiihrung ein Objekt benétigt. Die Objektnotation a.reshape(m,n) kann mit
der Formulierung »erzeuge aus dem Array-Objekt a ein Array-Objekt mit m Zeilen und
n Spalten« in die Alltagssprache tibersetzt werden.

In Zeile 07 ermittelt die Eigenschaft shape den Typ des Arrays a.

In der Zeile 09 wird das Array a mit a.T transponiert. Mit der Anweisung np.trans-
pose(a) konnen Sie ebenfalls ein Array transponieren.
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3.1.3 Slicing

Mit Slicing konnen Sie ausgewahlte Teilbereiche von Elementen aus einem zweidi-
mensionalen Array auslesen. Mit der allgemeinen Syntax a[start:stop:step,start:
stop:step] wird aus der m-ten Zeile und der n-ten Spalte ein durch die Parameter
start,stop,step festgelegter Teilbereich eines Arrays a ausgelesen. Der voreinge-
stellte Wert von step ist 1. Mit a[m, :] konnen Sie die m-te Zeile auslesen und mit
a[:,n] konnen Sie die n-te Spalte des Arrays a auslesen. Listing 3.4 zeigt anhand einer
4x4-Matrix, wie Slicing fiir das Auslesen von Spalten funktioniert. Die Matrix wird
mit der NumPy-Methode reshape() erzeugt.

01 #04 slicing.py

02 import numpy as np

03 m=4 #Zeilen

04 n=4 #Spalten

05 a=np.arange(m*n).reshape(m,n)
06 #Ausgabe

07 print(a)

08 print("erste Spalte\n",a[:,0])
09 print("zweite Spalte\n",a[:,1])
10 print("erste Zeile\n", al0,:])
11 print("zweite Zeile\n", a[1,:])
12 print("a[1:3,0:2]\n", a[1:3,0:2])

Listing 3.4 Slicing

Ausgabe

[0 1 2 3]
[4 5 6 7]
[ 8 910 11]
[12 13 14 15]]
erste Spalte
[0 4 8 12]
zweite Spalte
[1 5 9 13]
erste Zeile
[012 3]
zweite Zeile

[4 56 7]
a[1:3,0:2]
[[4 5]
(8 9]]
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Analyse

In den Zeilen 03 und 04 wird die Anzahl der Zeilen und der Spalten fiir die in Zeile 05
erzeugte Matrix festgelegt. Dort erzeugt die NumPy-Methode reshape(m,n) eine 4x4-
Matrix aus einer Sequenz von 16 ganzen Zahlen.

In den Zeilen von 08 bis 11 werden einzelne Spalten und Zeilen ausgelesen. Zu beach-
ten ist, dass die Zahlung bei dem Index O beginnt.

In Zeile 12 wird ein Bereich der Matrix ausgelesen.

3.1.4 Mathematische NumPy-Funktionen

NumPy stellt die gleichen mathematischen Funktionen zur Verfligung, die auch aus
dem Python-Modul math bekannt sind. Warum aber nur mathematische Funktionen
aus dem NumPy-Modul benutzt werden diirfen, wenn diesen Funktionen Argu-
mente aus einem NumPy-Array tibergeben werden, zeigt Listing 3.5:

01 #05 numpy funktionen.py

02 import numpy as np

03 #import math

04 x=np.arange(-3,4,1)

05 #yl=math.sin(x)

06 yl=np.sin(x)

07 y2=np.exp(x)

08 y3=np.sinh(x)

09 y4=np.cosh(x)

10 y5=np.hypot(3,4)#Diagonale

11 y1,y2,y3,y4,y5=np.round((y1l,y2,y3,y4,y5),decimals=3)

12 #Ausgabe

13 print("x-Werte:\n",x)

14 print("sin-Funktion:\n",y1)

15 print("e-Funktion:\n",y2)

16 print("sinh-Funktion:\n",y3)
(
(

17 print("cosh-Funktion:\n",y4)

18 print("Hypotenuse:",y5)

Listing 3.5 Ausgewahlte mathematische NumPy-Funktionen

Ausgabe

x-Werte:
[-3-2-1012 3]
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sin-Funktion:

[-0.141 -0.909 -0.841 0. 0.841 0.909 0.141]
e-Funktion:

[0.05 0.135 0.368 1. 2.718 7.389 20.086]
sinh-Funktion:

[-10.018 -3.627 -1.175 0. 1.175 3.627 10.018]
cosh-Funktion:

[10.068 3.762 1.543 1. 1.543 3.762 10.068]
Hypotenuse: 5.0

Analyse

Das Programm berechnet Wertetabellen fiir eine sin-, eine e-, eine sinh- und eine
cosh-Funktion. Der Wertebereich liegt zwischen —3 und +3 (Zeile 04). Die Schrittweite
betrdgt 1. Dass die obere Grenze fiir die x-Werte bei +3 abbricht, obwohl im Quelltext
als obere Grenze 4 festgelegt wurde, mag zundchst einmal irritieren. Die Dokumen-
tation von NumPy liefert die Erklarung: Bei ganzzahliger und auch bei nicht ganzzah-
liger Schrittweite ist das Intervallende des Wertebereichs nicht mit enthalten. Es gilt
also stets x < 4. In Ausnahmefillen kann es durch Rundungseffekte dazu kommen,
dass das Intervallende mit eingeschlossen wird.

Auf die NumPy-Funktionen wird tiber den Punktoperator mit dem Alias np zugegrif-
fen. Wenn in den Zeilen 03 und 05 die Kommentare entfernt werden, erscheint nach
dem Programmstart folgende Fehlermeldung:

yl=math.sin(x)
TypeError: only size-1 arrays can be converted to Python scalars

Das heifst, Wertetabellen flr die mathematischen Funktionen aus dem Modul math
durfen nur mit Schleifenkonstrukten erstellt werden. Fiir jede neue Berechnung
eines Funktionswertes fiir math.sin(x) muss die Schleife erneut durchlaufen werden.
Wenn Wertetabellen dagegen mit den NumPy-Funktionen arange() oder linspace()
und den vordefinierten mathematischen Funktionen aus dem Modul NumPy erstellt
werden, dann wird keine for- oder while-Schleife mehr benétigt. Alle mathemati-
schen NumPy-Funktionen liefern ein ndarray zurick. Auf jeden diskreten Wert der
Variablen y1 bis y4 kann also iber den Indexoperator zugegriffen werden. Die Ausga-
ben in den Zeilen 14 bis 17 belegen das: Fiir jedes x-Argument wird der zugehorige
Funktionswert ausgegeben.

Interessant ist die Anweisung in Zeile 11. An dieser Stelle rundet die NumPy-Funktion
round() die Ausgaben fiir alle vier Funktionswerte auf drei Stellen, indem ihr ein
Tupel aus vier Elementen tibergeben wird. Die Funktion round() gibt ein Tupel mit
ebenfalls vier Elementen zuriick.
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3.1.5 Statistische NumPy-Funktionen

NumPy stellt auch Funktionen fur die Erzeugung von gleich- und normalverteilten
Zufallszahlen bereit. Aus diesen Zahlen konnen mit NumPy-Statistikfunktionen der
arithmetische Mittelwert, der Median, die Varianz und die Standardabweichung
berechnet werden. Diese statistischen Funktionen stellt standardmaflig auch das
Python-Modul statistics zur Verfligung. Die NumPy-Funktionen sind aber wesent-
lich leistungsfahiger. Deshalb sollten Sie bei der statistischen Auswertung grofier Da-
tenmengen die NumPy-Funktionen bevorzugt einsetzen. Listing 3.6 zeigt die Anwen-
dung dieser Funktionen:

01 #06 _numpy statistik.py

02 import numpy as np

03 zeilen=5

04 spalten=10

05 np.random.seed(1)

06 x=np.random.normal(8,4,size=(zeilen,spalten))
07 mw=np.mean(x)

08 md=np.median(x)

09 v=np.var(x)

10 staw=np.std(x)

11 minimum=np.amin(x)

12 maximum=np.amax(x)

13 min_index=np.where(x==np.amin(x))

14 max_index=np.where(x==np.amax(x))

15 #min_index=np.argmin(x)

16 {#max_index=np.argmax(x)

17 #Ausgabe

18 print("Zufallszahlen\n",np.round(x,decimals=2),"\n")

19 print("kleinste Zahl...........:",minimum)
20 print("grofte Zahl.............:",maximum)
21 print("Index der kleinsten Zahl:",min index)
22 print("Index der groBten Zahl..:",max_index)
23 print("Mittelwert..............:",mw)

24 print("Median..................:",md)

25 print("Varianz.................:t",v)

26 print("Standardabweichung......:",staw)

27 print("Typ von x:",type(x))

28 print("Typ von mw:",type(mw))

Listing 3.6 NumPy-Statistikfunktionen
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Ausgabe

Zufallszahlen
[[14.5 5.55 5.89 3.71 11.46 -1.21 14.98 4.96 9.28 7. ]
[13.85 -0.24 6.71 6.46 12.54 3.6 7.31 4.49 8.17 10.33]
[ 3.6 12.58 11.61 10.01 11.6 5.27 7.51 4.26 6.93 10.12]
[ 5.23 6.41 5.25 4.62 5.32 7.95 3.53 8.94 14.64 10.97]
[ 7.23 4.45 5.01 14.77 8.2 5.45 8.76 16.4  8.48 10.47]]

kleinste Zahl...........: -1.2061547875211307

grofte Zahl.............: 16.40102054591537

Index der kleinsten Zahl: (array([0]), array([5]))

Index der groRten Zahl..: (array([4]), array([7]))

Mittelwert..............: 7.8979406079693995
Median..................: 7.271472480175898

Varianz.................: 15.041654042036352
Standardabweichung......: 3.8783571318325434

Typ von x: <class 'numpy.ndarray'>
Typ von mw: <class 'numpy.floate4'>

Analyse

In Zeile 06 erzeugt die NumPy-Funktion random.normal(8,4,size=(zeilen,spalten))
50 normalverteilte Zufallszahlen als Matrix mit fiinf Zeilen und zehn Spalten. Als ers-
tes Argument erwartet diese Funktion das Zentrum der Verteilung, als zweites Argu-
ment eine grobe Angabe fir die Streuung der zu erzeugenden Zufallszahlen und als
drittes Argument ein Tupel fur die Anzahl der Zeilen und Spalten.

Damit bei jedem Neustart des Programms die gleichen Zufallszahlen erzeugt werden,
steht in Zeile O5 die Funktion random.seed(). Wenn bei jedem neuen Programmstart
auch neue Zufallszahlen erzeugt werden sollen, muss diese Funktion auskommen-
tiert oder geloscht werden.

Die Zeilen 07 bis 10 berechnen die erwdhnten statistischen Maf3zahlen: den Mittel-
wert mw, den Median md, die Varianz v und die Standardabweichung staw.

Interessant ist die Ermittlung des Array-Index fiir die kleinste und die grofite Zufalls-
zahl in den Zeilen 13 und 14. Die Funktion where(x==np.amin(x)) ermittelt in Zeile 13
die Stelle im Array mit der kleinsten Zufallszahl: [0,5] (Ausgabe in Zeile 21). Fiir die Er-
mittlung des Index der grofiten Zufallszahl gilt Entsprechendes. Das Programm gibt
hierfiir in Zeile 22 den Index [4,7] aus. Eine Uberpriifung anhand der in Zeile 18 aus-
gegebenen Zufallszahlen bestatigt die Ergebnisse. Einfacher kann die Stelle im Array,
wo sich die kleinste bzw. grofdte Zufallszahl befindet, mit den Funktionen in den aus-
kommentierten Zeilen 15 und 16 ermittelt werden.
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Alle berechneten statistischen Mafdzahlen sind vom Typ Float64 (Zeile 28). Sie haben
also eine doppelte Genauigkeit mit 52 Bit Mantisse und 11 Bit Exponent.

3.2 Vektoren

Vektoren (lat. vector, dt. Tréger, Fahrer) sind physikalische Grof3en, die im Gegensatz
zu den skalaren Grofien neben dem Betrag auch noch durch eine Richtung gekenn-
zeichnet sind. Gerichtete Grofien sind beispielsweise Geschwindigkeiten, Krafte oder
Feldstarken. In der Physik und Mathematik werden Vektoren anschaulich als Pfeile
dargestellt (siehe Abbildung 3.1).
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Abbildung 3.1 Verschiebung von Vektoren

Wie Abbildung 3.1 zeigt, konnen Vektoren in der Ebene beliebig verschoben werden —
unter der Voraussetzung, dass ihre Betrdge und Richtungen sich nicht dndern. Die
gleiche Aussage gilt auch im dreidimensionalen Raum. Die dargestellten Vektoren
haben die gleiche x- und y-Komponente von x = 6 und y = 4. In der Mathematik ist die
Formulierung (6,4) tiblich. Der Winkel betrégt jeweils etwa 33,7°.

3.2.1 Addition von Vektoren

Vektoren werden komponentenweise addiert. Abbildung 3.2 veranschaulicht diese
Operation.
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Abbildung 3.2 Addition von drei Vektoren

Wenn Sie den Vektor F; = (-6,4), den Vektor F, = (4,-8) und den Vektor F; = (4,2) addie-
ren, erhalten Sie den resultierenden Vektor F., = (2,-2). In der Sprache der Mathema-
tik formuliert:

Frs = (i) + (552) *+ (152) = (D + () + ()= ()

Vektoren konnen mit der array-Funktion aus Tupeln oder Listen erzeugt werden. Lis-
ting 3.7 zeigt die Umsetzung der Vektoraddition mit Tupeln:

01 #07 vektoraddition.py
02 import numpy as np

03 Fl=-6,4

04 F2=4,-8

05 F3=4,2

06 Fl=np.array(F1)

07 F2=np.array(F2)

08 F3=np.array(F3)

09 Fres=F1+F2+F3

10 F 1=np.sqrt(F1[0]**2+F1[
11 F 2=np.sqrt(F2[0]**2+F2[
12 F 3=np.sqrt(F3[0]**2+F3[
13 F res=np.sqrt(Fres[0]**2+

11%%2)
1]%%2)
1]%%2)

+Fres[1]%%2)
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14 winkel=np.arctan(Fres[0]/Fres[1])
15 winkel=np.degrees(winkel)

16 #Ausgabe

17 print("Koordinaten von F1:",F1)

18 print("Koordinaten von F2:",F2)

19 print("Koordinaten von F3:",F3)

20 print("Betrag von F1 ,F 1)

21 print("Betrag von F2 2",F2)

22 print("Betrag von F3 :,F3)

23 print("resultierende Kraft:",Fres)

24 print("Betrag von Fres :",F res)

25 print("Winkel von Fres  :",winkel,"°")

Listing 3.7 Addition von drei Vektoren

Ausgabe

Koordinaten von F1: [-6 4]
Koordinaten von F2: [ 4 -8]
Koordinaten von F3: [4 2]

Betrag von F1 1 7.211102550927978
Betrag von F2 1 8.94427190999916
Betrag von F3 1 4.47213595499958

resultierende Kraft: [ 2 -2]
Betrag von Fres @ 2.8284271247461903
Winkel von Fres : -45.0°

Analyse

In den Zeilen 03 bis 05 werden die x-y-Komponenten der drei Krifte den Variablen F1
bis F3 als Tupel iibergeben. Die Anweisungen in den Zeilen 06 bis 08 erstellen jeweils
ein eindimensionales NumPy-Array aus den Kraftekomponenten.

In Zeile 09 erfolgt die Vektoraddition. Die Krafte werden elementweise addiert. Die
internen Vorgange bleiben dem Anwender verborgen. Das Programm rechnet intern
Fres[0]=F1[0]+F2[0]+F3[0] und Fres[1]=F1[1]+F2[1]+F3[1]. Zeile 23 gibt das Ergebnis
aus. Das Programm berechnet die Betrage der drei Krifte mit dem Satz des Pythago-
ras aus (Zeile 10 bis 12). Zeile 14 berechnet den Winkel der resultierenden Kraft mit der
NumPy-Funktion arctan(Fres[0]/Fres[1]). Die NumPy-Funktion degrees(winkel) in
Zeile 15 sorgt dafiir, dass der Winkel in Grad umgerechnet wird.

Die Ausgaben des Programms in den Zeilen 17 bis 25 lassen sich anhand von Abbil-
dung 3.2 leicht tiberpriifen. Auf die Angaben der Einheiten wurde bewusst verzichtet.
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3.2.2 Skalarprodukt

In der Mechanik wird die Arbeit als Produkt aus der Kraft F mal dem Weg s mal dem
Kosinus des Winkels a zwischen den beiden Grofden definiert:

W=F-s-cosa

Aus dieser Definition kann mit dem Kosinussatz die Koordinatenform des Skalarpro-
dukts hergeleitet werden:

Sx

SZ

Das Skalarprodukt wird als Summe der Produkte aus Kraft- und Wegkomponenten
berechnet.

W = Fsy + Es, + Fs, =

N T T

In abgekiirzter Schreibweise gilt fiir die Definition des Skalarprodukts:
W=F-§

Der Betrag der Kraft wird aus der Wurzel des Skalarprodukts des Kraftvektors mit sich
selbst berechnet:

F=+F-F

Und der Betrag des Weges wird aus der Wurzel des Skalarprodukts des Wegvektors
mit sich selbst berechnet:

N

s=+/5'5§

Fir den Winkel zwischen Kraftvektor und Wegvektor gilt:

F-3
a = arccos | —
Fs

An einem Beispiel fiir F =(2,7,-3) Nund § = (—2,3,4) msoll gezeigt werden, wie das
Skalarprodukt fir dreidimensionale Vektoren berechnet wird. Es gilt:

Fy Sx 2 -2
w=|§ '<5y>=< 7>N-< 3>m=5Nm
F, Sz -3 4

Fir die angegebenen Komponenten des Vektors der Kraft und des Vektors des Weges
wird also eine Arbeit von 5 Nm verrichtet. Die NumPy-Funktion dot(F,s) berechnet
das Skalarprodukt. Listing 3.8 zeigt, wie die mechanische Arbeit aus dem Skalarpro-
dukt des Kraft- und Wegvektors berechnet wird:

01 #08 skalarprodukt.py
02 dimport numpy as np
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03 F=2,7,-3

04 s=-2,3,4

05 F B=np.sqrt(np.dot(F,F))

06 s B=np.sqrt(np.dot(s,s))

07 cos_Fs=np.dot(F,s)/(F _B*s B)

08 winkel=np.degrees(np.arccos(cos Fs))
09 W=np.dot(F,s)

10 #Ausgabe

11 print("Betrag der Kraft:",F B,"N")
12 print("Betrag des Weges:",s B,"m")
13 print("Winkel zwischen F und s:",winkel,"°")
14 print("Arbeit:",W,"Nm")

Listing 3.8 Skalarprodukt

Ausgabe

Betrag der Kraft: 7.874007874011811 N
Betrag des Weges: 5.385164807134504 m
Winkel zwischen F und s: 83.22811782220313 °
Arbeit: 5 Nm

Analyse

In den Zeilen 03 und 04 werden den Variablen F und s drei Kraft- bzw. drei Wegkom-
ponenten als Tupel tibergeben. Das erste Element eines Tupels enthélt die x-Kompo-
nente, das zweite die y-Komponente und das dritte die z-Komponente der Vektoren
Kraft F und Weg s.

Die Zeilen 05 und 06 berechnen die Betrage der Vektoren mit dem Skalarprodukt der
NumPy-Funktion dot(F,F) bzw. dot(s,s). Der Winkel zwischen dem Kraft- und dem
Wegvektor wird ebenfalls mit der dot-Funktion berechnet (Zeile 07). Zeile 09 berech-
net die mechanische Arbeit W mit dem Skalarprodukt W=np.dot(F,s). Das Programm
berechnet intern die mechanische Arbeit durch die elementweise Multiplikation, wie
es die Definition des Skalarprodukts verlangt: W=F[0]s[0]+F[1]s[1]+F[2]s[2].

Zeile 14 gibt die an einem im Raum bewegten Massepunkt verrichtete mechanische
Arbeit W aus. Das Ergebnis von 5 Nm stimmt mit dem zuvor ermittelten Wert tiberein.

3.2.3 Kreuzprodukt

Der Betrag des Drehmoments M wird definiert als Produkt aus der Kraft F mal dem
Hebelarm I mal dem Sinus des Winkels a zwischen den beiden Grof3en:

M=F-l-sina
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Aus dieser Definition kann die Koordinatenform des Kreuzprodukts hergeleitet wer-
den:

El,~FL, F, L,
M=(EL-FlL |=F |x|L
ElL,~F,l, F, L,

Abgekurzt formuliert, gilt fiir die Definition des Kreuzprodukts:

— - -

M=FXxl

Fur F = (2,7,-3) und! = (—2,3,4) ergibt sich der Drehmomentvektor:

. [(BL-EL 7-4 —(-3)-3 37
M=|FlL-FEl |=(-3-—2 —2-4 |Nm=(-2]|Nm

EL,~F)l, 23 -7--2 20

Listing 3.9 berechnet das Drehmoment aus dem Kraft- und dem Hebelvektor im drei-
dimensionalen Raum mit der NumPy-Funktion cross(F,1):

01 #09 kreuzprodukt.py

02 import numpy as np

03 F=2,7,-3

04 1=-2,3,4

05 F B=np.sqrt(np.dot(F,F))

06 1 B=np.sqrt(np.dot(1,1))

07 cos_Fl=np.dot(F,1)/(F B*1 B)
08 winkel=np.degrees(np.arccos(cos F1))
09 M=np.cross(F,1)

10 M B=np.sqrt(np.dot(M,M))

11 #Ausgabe

12 print("Betrag der Kraft :",F B,"N")

13 print("Betrag des Hebelarms  :",1 B,"m")
14 print("Winkel zwischen F und 1:",winkel,"°")
15 print("Drehmoment M 2MM, "N

16 print("Betrag des Drehmoments :",M B,"Nm")

Listing 3.9 Kreuzprodukt

Ausgabe

Betrag der Kraft : 7.874007874011811 N
Betrag des Hebelarms  : 5.385164807134504 m
Winkel zwischen F und 1: 83.22811782220313 °
Drehmoment M : [37 -2 20] Nm

Betrag des Drehmoments : 42.1070065428546 Nm

m
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Analyse
Der Kraftvektor F und der Vektor des Hebelarms 1 werden in den Zeilen 03 und 04

wieder als Tupel festgelegt.

In Zeile 09 berechnet das Programm das Kreuzprodukt mit der NumPy-Funktion
M=np.cross(F,1). Das Ergebnis ist wieder ein Vektor [37 -2 20] Nm (Ausgabe in Zeile 15).
Der Betrag des Drehmoments von 42.1 Nm entspricht dem Flacheninhalt des Paralle-
logramms, das durch den Kraftvektor F und den Vektor des Hebelarms 1 umspannt
wird.

3.2.4 Spatprodukt

Das Spatprodukt berechnet das Volumen eines Spats (Parallelepiped) aus dem Kreuz-
produkt und dem Skalarprodukt:

V=2-(@xb)
Listing 3.10 berechnet das Volumen eines Quaders mithilfe des Spatprodukts dot(c,
np.cross(a,b)):

01 #10 spatprodukt.py
02 import numpy as np

03 a=2,0,0
04 b=0,3,0
05 ¢=0,0,4

06 a B=np.sqrt(np.dot(a,a))
07 b B=np.sqrt(np.dot(b,b))
08 ¢ _B=np.sqrt(np.dot(c,c))
09 V=np.dot(c,np.cross(a,b))
10 #Ausgabe

11 print("Betrag von a:",a B)
12 print("Betrag von b:",b B)
13 print("Betrag von c:",c B)
14 print("Spatprodukt :",V)

Listing 3.10 Spatprodukt

Ausgabe

Betrag von a: 2.0
Betrag von b: 3.0
Betrag von c: 4.0
Spatprodukt : 24
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Analyse
Die Komponenten der drei Vektoren a, b und c wurden so gewdahlt, dass sie einen Qua-
der mit den Seiten a=2, b=3 und c=4 bilden.

Zeile 09 berechnet das Spatprodukt aus den NumPy-Funktionen dot() und cross().
Der dot-Funktion werden die Variable c fiir die Hohe des Quaders und die cross(a,b)-
Funktion fiir die Berechnung der Grundflache als Argumente ibergeben.

Die Ausgabe in Zeile 14 liefert das richtige Ergebnis von 24 Raumeinheiten.

3.2.5 Dyadisches Produkt

Beim dyadischen Produkt, auch dufleres Produkt genannt, werden die Zeilenvektoren
mit dem Spaltenvektoren multipliziert:

4 4 5 6
a 2 3)®<5>=<8 10 12)
6 12 15 18

Listing 3.11 berechnet das dyadische Produkt fur die angegebenen Matrizen.

01 #11 outer.py

02 import numpy as np

03 A=np.array([[1,2,3]])

04 B=np.array([[4],[5],[6]])
05 C=np.outer(A,B)

06 print("Matrix A")

07 print(A)

08 print("Matrix B")

09 print(B)

10 print("dyadisches Produkt")
11 print(C)

Listing 3.11 Dyadisches Produkt

Ausgabe

Matrix A
[[123]]
Matrix B
[[4]
[5]
[6]]
dyadisches Produkt
([ 4 5 6]
[ 810 12]
[12 15 18]]
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Analyse

In Zeile 03 wird ein Zeilenvektor A und in Zeile 04 wird ein Spaltenvektor B definiert.
Das dyadische Produkt berechnet die NumPy-Funktion outer (A, B) in Zeile 05. Das Er-
gebnis stimmt mit dem manuell berechneten Wert tiberein.

3.3 Matrizenmultiplikation

Die Matrizenmultiplikation wird beispielsweise bei der Berechnung von elektrischen
Netzwerken benotigt. Wenn mehrere Zweitore hintereinandergeschaltet werden
(Kettenschaltung), dann kdnnen mit der Kettenform (A-Parameter) fiir eine vorgege-
bene Ausgangsspannung und einen vorgegebenen Ausgangsstrom die erforderliche
Eingangsspannung und der erforderliche Eingangsstrom durch Matrizenmultiplika-
tion berechnet werden.

Zwei Matrizen werden miteinander multipliziert, indem die Zeilen der ersten Matrix
mit den Spalten der zweiten Matrix elementweise multipliziert und die einzelnen
Produkte addiert (falksches Schema) werden:
(an a12) i (bn b12) _ (a11-b11 + a1z by Ay1.bip +agp bzz)

Az1 A2/ \by; by @p1.b11 + Azp " ba1 G1.b12 + Az " by
Ein einfaches Beispiel soll die Matrizenmultiplikation anhand eines Schemas de-

monstrieren (siehe Tabelle 3.1). Die beiden folgenden Matrizen sollen multipliziert
werden:

1 2\ (5 6\_ (19 22
(3 9)°G 8=z )
Die erste Matrix wird in der ersten und zweiten Spalte und der dritten und vierten

Zeile einer Tabelle eingetragen. Die zweite Matrix wird in der dritten und vierten
Spalte und in der ersten und zweiten Zeile einer Tabelle eingetragen.

5 6

7 8

1 2 1-5+2-7=19 1-6+2-8=22

3 |4 |[35+4.7-43 |3.6+4-8=50

Tabelle 3.1 Schema fir die Matrizenmultiplikation
Die erste Zeile der ersten Matrix wird mit der ersten Spalte der zweiten Matrix ele-

mentweise multipliziert. Die beiden Produkte werden addiert. Die zweite Zeile der
ersten Matrix wird mit der ersten Spalte der zweiten Matrix multipliziert. Die beiden
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Produkte werden wiederum addiert. Die zweite Spalte wird nach dem gleichen
Schema berechnet.

NumPy stellt die Funktion array([[all,al2],[a21,a22]]) fiir die Erzeugung der Ma-
trizen zur Verfigung. Die Anzahl der Zeilen und Spalten konnen Sie bei Bedarf an-
passen.

Die Matrizenmultiplikation kann am einfachsten mit dem Infixoperator @ durchge-
fihrt werden. Alternativen sind matmul (A,B) odermulti dot([A,B,C,...]).

Listing 3.12 zeigt die Durchfithrung der Matrizenmultiplikation anhand der Zahlen
aus dem obigen Beispiel:

01 #12 mulmatrixl.py
02 dimport numpy as np

03 A=np.array ([[1, 2],
04 [3, 4]1])
05 B=np.array ([[5, 6],
06 [7, 8]1)
07 C=A@B
08 D=B@A

09 #Ausgabe

10 print(type(A))

11 print("Matrix A\n",A)

12 print("matrix B\n",B)

13 print("Produkt A*B\n",C)
14 print("Produkt B*A\n",D)

Listing 3.12 Matrizenmultiplikation

Ausgabe

<class 'numpy.ndarray'>
Matrix A

[[12]

(3 4]]
Matrix B

[[5 6]

(7 8]]
Produkt A*B
[[19 22]
[43 50]]
Produkt B*A
[[23 34]
[31 46]]
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Analyse

Die Zeilen 03 bis 06 definieren Matrizen mit jeweils zwei Zeilen und zwei Spalten. Die
Werte der einzelnen Koeffizienten werden in die Variablen A und B gespeichert.

Zeile 07 fuhrt die Matrizenmultiplikation C=A@8 durch und Zeile 08 fiihrt die Multipli-
kation mit vertauschter Reihenfolge der Faktoren D=B@A durch.

Das Produkt fiir C gibt Zeile 13 korrekt so aus, wie es manuell in Tabelle 3.1 berechnet
wurde. Das Ergebnis aus Zeile 14 weicht dagegen hiervon ab. Dieses Ergebnis ist eben-
falls korrekt, wie Sie leicht durch Nachrechnen tiberpriifen konnen. Sie lernen daraus,
dass fir das Matrizenprodukt das Kommutativgesetz nicht gilt.

Anwendungsbeispiel: Analyse einer t-Ersatzschaltung

Ein Python-Programm soll fiir eine m-Ersatzschaltung aus Abbildung 3.3 die Matrix
der Kettenparameter und die erforderlichen Eingangsgrofien U; und [, fiir gegebene
Ausgangsgroflen U, und I, berechnen.

h=7A 2A R,=2Q lb=1A
—_— — — —
| I
— >
lSA 4V lAl

— Ry R3 —
Ui =5V 10 e U=1V

Abbildung 3.3 m-Ersatzschaltung

Jedes passive Zweitor lasst sich allgemein durch ein lineares Gleichungssystem mit
einer Matrix aus vier Parametern und den Spaltenvektoren aus Spannungen oder
Stromen beschreiben.

Kettenform mit A-Parametern

Fiir das gestellte Problem muss die sogenannte Kettenform gewahlt werden. Auf der
linken Seite des Gleichungssystems steht der Spaltenvektor der gesuchten Eingangs-
grofBen. Auf der rechten Seite steht die Kettenmatrix mit den vier Koeffizienten Ay;
bis A,,. Die Kettenmatrix wird mit dem Spaltenvektor der Ausgangsgroflen multipli-
ziert. Wenn die Koeffizienten der Kettenmatrix und der Spaltenvektor der Ausgangs-
grofien bekannt sind, konnen die Eingangsgrofien U; und I; berechnet werden.
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(Ul) _ (A11 A12) ) (Uz)

Iy Az A/ \Ip

Fir die Querwiderstande R; und R; lassen sich folgende A-Parameter aus der Schal-
tung aus Abbildung 3.3 ermitteln:

1 0 1 0
Aig=1| 1 Az 1
R D A N |
Rl R3

Fur den Langswiderstand R, ergibt sich folgende Matrix:

(1 R
A= (0 1 )
Um die Systemmatrix der gesamten Schaltung aus Abbildung 3.3 zu erhalten, miis-
sen Sie alle drei Teilmatrizen miteinander multiplizieren.

Listing 3.13 fihrt die Matrizenmultiplikation aus den drei Teilmatrizen fiir die m-Er-
satzschaltung durch. Die Werte fiir die Widerstande konnen Sie nattrlich flr weitere
Testzwecke andern.

01 #13 mulmatrix2.py
02 import numpy as np

03 Ri1=1

04 R2=2

05 R3=1

06 U2=1

07 1I2=1

08 Alg=np.array([[1, 0],

09 [1/R1, 1]])
10 Al=np.array([[1, R2],

11 (0, 1]11)

12 A2g=np.array([[1, O],

13 [1/R3, 1]])

14 A=A1q@Al@A2q
15 b=np.array([[U2],[I2]])

16 E=A@b

17 print("Kettenform A\n",A)

18 print("EingangsgroRen\n",E)

19 print("Eingangsspannung U1=%3.2f V" %E[0])
20 print("Eingangsstrom I1=%3.2f A" %E[1])

Listing 3.13 Matrizenmultiplikation mit A-Kettenparametern
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Ausgabe

Kettenform A

[[3. 2.]

[4. 3.]]
Eingangsgrofen

[[5.]

[7.1]
Eingangsspannung U1=5.00 V
Eingangsstrom 11=7.00 A

Analyse

Die Werte fiir die Ausgangsspannung U,, die Ausgangsstromstarke I, und die drei Wi-
derstinde R, R,, R; wurden aus den Vorgaben der Schaltung aus Abbildung 3.3 tiber-
nommen.

In den Zeilen 08 bis 13 werden die drei Teilmatrizen Alg, Al und A2q fir die Querwider-
stande R, und R; sowie den Langswiderstand R, definiert. Zeile 14 fiihrt die Matrizen-
multiplikation A=A1q@A1@A2q durch. Dabei ist auf die richtige Reihenfolge der Fakto-
ren zu achten. Wie in Listing 3.12 gezeigt wurde, gilt das Kommutativgesetz fiir die
Matrizenmultiplikation nicht! Eine veranderte Anordnung der Reihenfolge der Teil-
matrizen wiirde auch eine andere Schaltungsstruktur reprasentieren.

Zeile 15 erzeugt den Spaltenvektor b=np.array([[U2],[I2]]) fir die Ausgangsgrofien.
In Zeile 16 wird die Systemmatrix A mit dem Spaltenvektor b multipliziert. Das Ergeb-
nis der Matrizenmultiplikation wird dem Spaltenvektor E zugewiesen.

Die Eingangsspannung muss 5 V betragen, damit am Ausgang der m-Ersatzschaltung
eine Spannung von U, =1V anliegt. Am Eingang der Schaltung muss ein Strom von
I, =7 Aflief3en, damit am Ausgang ein Strom von I, =1 A flief3t. Die Ergebnisse konnen
Sie anhand der Schaltung aus Abbildung 3.3 Giberpriifen.

Kettenform mit B-Parametern

Die Ausgangsgrofien U, und I, eines Zweitors werden mit den B-Kettenparametern be-
rechnet. Fur eine m-Ersatzschaltung ergeben sich dann folgende Zweitorgleichungen:

(Uz) _ (311 312) _ (Ul)

I Ba1 Bza) \Ih

Fiir die Querwiderstinde R, und R; lassen sich die B-Parameter aus der Schaltung aus
Abbildung 3.3 wie folgt ermitteln:

10 1 0
qu B <_i 1)‘ qu B (_i 1)
Ry R;
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Fir den Langswiderstand R, ergibt sich folgende Matrix:

=3

Allgemein lassen sich die B-Parameter aus der inversen Matrix von A ermitteln. Es
gilt:

B=A"1

Listing 3.14 berechnet die Ausgangsspannung U, und den Ausgangsstrom I, einer
m-Ersatzschaltung mit den B-Kettenparametern:

01 #14 mulmatrix3.py
02 import numpy as np
03 R1=1

04 R2=2

05 R3=1

06 Ul=5

07 1I1=7

08 Blg=np.array
09

10 B2l=np.array
11

(L[,
[-
(
[
12 B3g=np.array(
[-
q
[V

1/R1 1]])
[1, -R2],

» 111)
[1, 0],
1/R3, 1]])

(
0
[
13

14 B-B1q@B21@B3
15 b=np.array([
16 E=B@b
17 print
18 print
19 print
20 print

1], [11]])

"Kettenform B\n",B)
"Ausgangsgrofen\n",E)
"Ausgangsspannung U2=%3.2fV" %E[0])
"Ausgangsstrom 12=%3.2FA" %E[1])

~ A~~~

Listing 3.14 Matrizenmultiplikation mit B-Kettenparametern

Ausgabe

Kettenform B

[[ 3. -2.]

[-4. 3.]]
Ausgangsgrofen

[[1.]

[1.]]
Ausgangsspannung U2=1.00V
Ausgangsstrom 12=1.00A
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Analyse
Das Programm ist im Prinzip genauso aufgebaut wie in Listing 3.13, nur haben die

Parameter in der Nebendiagonale ein negatives Vorzeichen.

Das Ergebnis flir die Ausgangsspannung U, und den Ausgangsstrom I, stimmt mit
den Werten tiberein, die anhand der kirchhoffschen Gesetze in der Schaltung in Ab-
bildung 3.3 ermittelt wurden.

Anwendungsbeispiel: Die Energie eines rotierenden starren Korpers
im Raum berechnen

Das nichste Beispiel zeigt die Multiplikation des Zeilenvektors einer Winkelge-
schwindigkeit mit einem Tragheitstensor I (3x3-Matrix) und dem Spaltenvektor einer
Winkelgeschwindigkeit.
Fiir die Rotationsenergie gilt:

1

E =——)T'1‘—)
rot Zw w

Das hochgestellte T bedeutet, dass der Vektor der Winkelgeschwindigkeit transpo-
niert werden muss, das heif3t, der Spaltenvektor wird in einen Zeilenvektor umge-
wandelt. In Komponentenschreibweise erhalt man:

1 Ixx Ixy Ixz Wy
Erot = E (wx @y (/JZ) ’ _Iyx Iyy —Iyz . (wy>
_sz _Izy Izz

Fiir den Tragheitstensor einer Punktmasse m gilt:

y2+z2 —xy —xz
I=m-| —-yx x?>+2z° —yz
—zx —-zy  x%?+y?

Das Produkt aus der Masse m und der Matrix mit den Ortskoordinaten wird als Trag-
heitstensor bezeichnet. Wenn Sie die Matrizenmultiplikation durchfiihren, erhalten
Sie die Rotationsenergie, die in dem rotierenden Korper gespeichert ist.

Fur den Fall, dass die Punktmasse m mit dem Radius x = r um die z-Achse in der x-y-
Ebene rotiert, gilt vereinfacht:

0 0 O
I=m-(0 2 0
0 0 r2

Listing 3.15 berechnet die Rotationsenergie einer Punktmasse mit der Masse von
m = 6 kg, die mit einer Winkelgeschwindigkeit von W= (O,O,l)s‘1 im Raum um die
z-Achse rotiert:
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01
02
03
04
05
06
07
08
09
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

#15 mulmatrix4.py
import numpy as np
x=1 #Abstand in m
y=0
z=0
wx=0
wy=0
wz=1 #Winkelgeschwindigkeit
m=6 #Masse in kg
w_Z=np.array([wx,wy,wz])
I=m*np.array([[y**2+z*%2, -x*y, -x*z],
[-x*y, x¥k247¥%0, —y¥7],
[z, -y¥z, x**24y02]])
w_S=np.array([[wx],
[wy],
[wz]])

#Berechnung der Rotationsenergie
Erot=0.5*w_Z@I@w_S

#Erot=0.5%w S.T@IGW S

#Ausgabe

print("Rotationsenergie: %3.2f Joule" %Erot)

Listing 3.15 Matrixmultiplikation mit drei Vektoren

Ausgabe

Rotationsenergie: 3.00 Joule

Analyse

Die Rotationsenergie wird nach der Vorschrift »Zeilenvektor mal 3x3-Matrix mal

Spaltenvektor« berechnet. Diese Reihenfolge muss zwingend eingehalten werden.
Hier gilt das Kommutativgesetz nicht! In Zeile 10 steht der Zeilenvektor der Winkel-
geschwindigkeit, die Zeilen 11 bis 13 enthalten die 3x3-Matrix des Tragheitstensors,
und in den Zeilen 14 bis 16 steht der Spaltenvektor der Winkelgeschwindigkeit.

Die Anweisung in Zeile 18 fihrt die Matrizenmultiplikation durch und speichert das

Ergebnis in die Variable Erot. Alternativ konnen Sie die Zeilen 10 und 18 auskommen-

tieren und den Kommentar in Zeile 19 entfernen. In dieser Zeile wird der Spaltenvek-

tor aus Zeile 14 mit der Eigenschaft T in einen Zeilenvektor transponiert.
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3 Numerische Berechnungen mit NumPy

3.4 Lineare Gleichungssysteme

Die Elektrotechnik verwendet lineare Gleichungssysteme, um Maschenstrome und
Knotenspannungen in Netzwerken zu berechnen. Die Statik verwendet fiir die Be-
rechnung von Stabkriften in Fachwerken ebenfalls lineare Gleichungssysteme. Das
Losen von linearen Gleichungssystemen mit n-Unbekannten ist also ein wichtiges
und unverzichtbares Instrument der Ingenieurwissenschaften. Mit der NumPy-Funk-
tion solve() lassen sich Gleichungssysteme mit reellen und komplexen Koeffizien-
ten genauso einfach und ohne grofien Aufwand losen wie beispielsweise mit dem
Programm MATLAB.

3.4.1 Gleichungssysteme mit reellen Koeffizienten

Ein lineares Gleichungssystem kann allgemein als Matrixprodukt aus Koeffizienten-
matrix (Systemmatrix) aj, bis a,,, und Losungsvektor x als Gleichung dargestellt wer-
den. Auf der rechten Seite des Gleichungssystems steht der Inhomogenitatsvektor b.

ai1 Q12 Qg3 X1 by
Qp1 022 Az3 |- X2 | =| by
azq azp 3z X3 bz

Abgekiirzt ist folgende Schreibweise tiblich:
A-x=Db

Um den Losungsvektor x zu bestimmen, muss die inverse Matrix A gebildet und mit
dem Inhomogenitatsvektor b multipliziert werden:

x=A4"1-b

Anhand eines einfachen Beispiels soll die Losung eines einfachen Gleichungssystems
mit drei Unbekannten gezeigt werden:

111 X1 6
3—4 2 X3 1

Listing 3.16 10st ein lineares Gleichungssystem fiir drei Unbekannte mit der NumPy-
Funktion solve(A,b):

01 #16 _gleichungssystem.py

02 import numpy as np

03 from numpy.linalg import solve
04 #Koeffizientenmatrix

05 A = np.array([[1, 1, 1],

06 [2, -2, 3],

07 [3, -4, 2]])
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3.4 Lineare Gleichungssysteme

08 #Inhomogenitatsvektor

09 b = np.array([6, 7, 1])

10 #LOsung

11 loesung=solve(A,b)

12 #Ausgabe

13 print("Lésung eines linearen Gleichungssystems")
14 print("Koeffizientenmatrix\n",A)

15 print("Inhomogenitdtsvektor\n",b)

16 print("Lésung:\n",loesung)

Listing 3.16 Losung eines linearen Gleichungssystems

Ausgabe

Losung eines linearen Cleichungssystems
Koeffizientenmatrix
[[1 1 1]
[ 2 -2 3]
[ 3 -4 2]]
Inhomogenitdtsvektor
[67 1]
Losung:
[1. 2. 3.]

Analyse
Zeile 03 importiert das Untermodul 1inalg mit der Funktion solve.

In den Zeilen 05 bis 07 wird die Koeffizientenmatrix A des Gleichungssystems als
zweidimensionales NumPy-Array erzeugt.

In Zeile 09 wird der Inhomogenitatsvektor array([6,7,1]) der Variablen b zugewiesen.

In Zeile 11 berechnet die NumPy-Funktion solve(A,b) die Losung des linearen Glei-
chungssystems. Der Losungsvektor ist in der Variablen loesung gespeichert.

Der Losungsvektor enthalt Gleitpunktzahlen, obwohl die Koeffizientenmatrix und
der Inhomogenitatsvektor aus Ganzzahlen bestehen. Wenn Sie sich mit

print(type(A[0,0]))
print(type(b[0]))
print(type(loesung[0]))

die Datentypen ausgeben lassen, erhalten Sie diese Ausgabe:

<class 'numpy.inte4'>
<class 'numpy.int64'>
<class 'numpy.floaté4'>
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3 Numerische Berechnungen mit NumPy

Wenn bei einer mathematischen Operation auf Arrays Gleitpunktzahlen entstehen,
werden alle Ganzzahlen des Arrays in Gleitpunktzahlen umgewandelt. Wenn Sie eine
einzige beliebige Ganzzahl eines Arrays als Gleitpunktzahl deklarieren (z. B. 2. statt 2),
dann werden alle anderen Elemente des Arrays automatisch in Gleitpunktzahlen um-
gewandelt.

3.4.2 Gleichungssysteme mit komplexen Koeffizienten

In einem Wechselstromnetzwerk besteht ein komplexer Widerstand entweder aus
einer induktiv oder kapazitiv wirkenden Impedanz:

1
Zi;=R+jwlL Z=R-j—
L Jw c ](uC

Fir ein Netzwerk mit vier Maschen gilt allgemein:

le ZlZ Zl3 Zl4— 11 Ul
ZZl ZZZ ZZ3 ZZ4 . 12 — UZ
Z31 Z32 233 Z34 13 U3
Z41 Z42 Z43 Z44 14 U4

Am Beispiel des Netzwerks aus Abbildung 3.4 wird gezeigt, wie ein Gleichungssystem
nach dem Maschenstromverfahren direkt aus der Schaltung abgelesen wird.

Z1 23

24 Z5

— ] I ey

U3 o \/D Z7 \/D o U4
Ze Z8

Abbildung 3.4 Wechselstromnetzwerk mit vier Maschen

124



3.4 Lineare Gleichungssysteme

Die Koeffizientenmatrix wird in Tabelle 3.2 eingetragen. Diese Tabelle besteht aus
vier Zeilen und funf Spalten. Die flinfte Spalte ist fiir den Vektor der Quellspannun-

gen vorgesehen.
h A Iy I U
1 1+ 2+ 2, -7, -Z, 0 U,
2 |-z Zy+ 73+ Zs 0 -7 -U,
3 —Zy 0 Zy+Zg+ 2 -Z; Us
4 0 —Zs -7 Zs+ 2, +Zg =U,

Tabelle 3.2 Gleichungssystem nach dem Maschenstromverfahren

In der Hauptdiagonalen stehen jeweils die Summen der Impedanzen aus den einzel-
nen Maschen. In den Nebendiagonalen stehen die gemeinsamen Impedanzen von
zwei Maschen. Wenn zwei Maschen keine gemeinsamen Impedanzen haben, wird in
die Tabelle eine O eingetragen. Alle Koeffizienten der Nebendiagonalen haben ein ne-

gatives Vorzeichen und spiegeln sich an der Hauptdiagonalen der Impedanzmatrix.

In Listing 3.17 wird die Koeffizientenmatrix der Zeilen 1 bis 4 und der Spalten 1 bis 4

aus Tabelle 3.2 direkt in ein NumPy-Array Ubertragen.

01
02
03
04
05
06
07
08
09
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

#17 maschedc.py
import numpy as np
import numpy.linalg

U1=230

U2=-230
U3=230

U4=-230
71=1+2]
72=2-4]
73=3+4]
74=2+5]
Z5=1+5]
76=2+5]
77=4-5j
78=1+5]

Z=np.array([[Z1+72+74,-72,-74, 0],

]
72,72+73+75, 0,-75]
74, 0,74+76+77,-77]
0,-75,-27,25+27+78]]

)

[
[
[ )
( )
U

U=np.array([U1,-U2,U3,-U4])
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3 Numerische Berechnungen mit NumPy

21 strom=np.linalg.solve(Z,U) #numpy.ndarray
22 for k, I in enumerate(strom,start=1):
23 print("I%d = (%0.2F, %0.2f7)A" %(k,I.real,I.imag))

Listing 3.17 Netzwerk mit komplexen Widerstanden

Ausgabe
I1 = (33.16, -52.047)A
I2 = (19.63, -49.35j)A
I3 = (20.09, -41.98j)A
I4 = (18.09, -51.667)A
Analyse

In den Zeilen 04 bis 15 stehen die Werte fiir die Spannungen und Impedanzen des
Netzwerks. Die Koeffizientenmatrix Z wird in den Zeilen 16 bis 19 definiert. Die Zei-
len und Spalten der Matrix sind entsprechend Tabelle 3.2 in einem NumPy-Array
array([[],..,[]]) angeordnet. Fiir die Berechnung des Losungsvektors I muss noch
in Zeile 20 der Inhomogenitatsvektor U definiert werden. Die Losung wird mit der
NumPy-Funktion linalg.solve(Z,U) in Zeile 21 berechnet. Der Losungsvektor strom
enthilt die vier Maschenstrome I[0], I[1],I[2]und I[3].

Mit der Python-Funktion enumerate(strom) ist es moglich, die einzelnen Maschen-
strome innerhalb einer for-Schleife auszugeben (Zeile 23). Jeder einzelne Maschen-
strom I wird mit dem Index k gekennzeichnet. Mit jeder Iteration gibt die Funktion
enumerate(strom) ein Tupel zuriick, das den Index k und das entsprechende Element
I des Arrays strom enthalt.

3.5 Projektaufgabe: Blitzschutzsystem

Fir ein quaderférmiges Gebaude sollen die Stromstarken in den Fang- und Ableitun-
gen berechnet werden. Das Gebdude hat eine Lange von 10 m, eine Breite von 5m
und eine Hohe von 3 m. Die Fang- und Ableitungen aus Stahl mit einem Leiterquer-
schnitt von A = 50 mm? werden an den Kanten des Gebdudes angebracht. Fiir die
Draufsicht ergibt sich somit ein Netzwerk mit vier Knoten und acht Widerstanden
(siehe Abbildung 3.5). Der zeitliche Verlauf eines Blitzstroms kann anndhernd durch
ein Dreieck mit einer Anstiegszeit von etwa 10 ps und einer Abfallzeit von etwa 1 ms
beschrieben werden. Die Maxima der Stromstarken liegen etwa zwischen 10.000 A
und 300.000 A.
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3.5 Projektaufgabe: Blitzschutzsystem

Gh Gh
lq G
— 1 [ ] 2
L
Gy Gy
G
3 [ ] 4
L
Gh Gh

Abbildung 3.5 Ersatzschaltung fir ein Blitzschutzsystem

Die Spannungsfalle zwischen den Knoten werden mit dem Knotenpotenzialverfah-
ren berechnet. Das Gleichungssystem konnen Sie direkt aus der Schaltung ablesen
und als Matrixform darstellen:

Gb + Gh + Gl _Gl _Gb 0 UlO Iq
-G,  Gp+G,+G, 0 —Gyp AU )|_[o0
—Gp 0 Gp +Gp+ G -G Uso | |0

0 _Gb _Gl Gb + Gh + Gl U40 0

Fir die Leitwerte der Fang- und Ableitungen gilt:

YA

G
l

Die Stromstadrken in den Fang- und Ableitungen berechnen Sie mit dem ohmschen
Gesetz aus den Potenzialdifferenzen der Knotenspannungen und den Leitwerten der
Fang- und Ableitungen.

Listing 3.18 10st das Gleichungssystem fiir die vier unbekannten Knotenspannungen
mit der NumPy-Funktion U=1inalg.solve(G,I):
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3 Numerische Berechnungen mit NumPy

01 #18 projekt blitzschutz.py

02 iImport numpy as np

03 Ig=1le5 #Stromstarke des Blitzes in A
04 g=10 #leitwert fir Stahl S*m/mm"2
05 A=50 f#leiterquerschnitt in mm"2

06 1=10 #lLdnge in m

07 b=5 #Breite inm

08 h=3 #Hohe in m

09 Gh=g*A/h  #leitwert flr Hohe in S
10 Gl=g*A/1  ftleitwert flr Lange in S
11 Gb=g*A/b  #leitwert flr Breite in S
12 G=np.array([[Gb+Gh+Cl, -G1, -Gb, 0],

13 [-G1, Gb+Gh+Gl, 0,-Gb],
14 [-Gb, 0, Gb+Gh+Gl,-G1],
15 [ 0,-Cb,-Gl, Gb+Gh+G1]])

16 I=np.array([Iq,0,0,0])
17 U=np.linalg.solve(G,I)
18 110-U[0]*Gh

38 print("Stromstdrke 113: %3.2f A" %I13)
39 print("Stromstdrke 134: %3.2f A" %I34)
40 print("Stromstdrke I24: %3.2f A" %I24)

19 120=U[1]*Gh
20 130=U[2]*Gh
21 140=U[3]*Gh
22 T12=(U[0]-U[1])*Cl
23 113=(U[0]-U[2])*Gb
24 134=(U[2]-U[3])*GL
25 TI24=(U[1]-U[3])*GCb
26 print("--Spannungsfdlle der Ableitungen--")
27 print("Spannung U10: %3.2f V" %U[0])
28 print("Spannung U20: %3.2f V" %U[1])
29 print("Spannung U30: %3.2f V" %U[2])
30 print("Spannung U40: %3.2f V" %U[3])
31 print("--Stromstdrken in den Ableitungen--")
32 print("Stromstdrke 110: %3.2f A" %I10)
33 print("Stromstdrke 120: %3.2f A" %I20)
34 print("Stromstdrke 130: %3.2f A" %I30)
35 print("Stromstarke I40: %3.2f A" %I40)
36 print("--Stromstdrken in den Fangleitungen--")
37 print("Stromstdrke 112: %3.2f A" %I12)
(
(
(

Listing 3.18 Stromverteilung in den Fang- und Ableitungen
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3.6 Aufgaben

Ausgabe

--Spannungsfdlle der Ableitungen--
Spannung U10: 365.50 V

Spannung U20: 70.86 V

Spannung U30: 122.00 V

Spannung U40: 41.64 V
--Stromstdrken in den Ableitungen--
Stromstarke I10: 60917.21 A
Stromstarke I20: 11810.06 A
Stromstarke I30: 20332.79 A
Stromstarke I40: 6939.94 A
--Stromstdrken in den Fangleitungen--
Stromstarke I12: 14732.14 A
Stromstarke I13: 24350.65 A
Stromstarke I34: 4017.86 A
Stromstarke I24: 2922.08 A

Analyse

Zeile 03 gibt den Spitzenwert des Blitzstroms von 100.000 A vor. Der Querschnitt der
Fang- und Ableitungen betrégt in der Regel 50 mm? (Zeile 05). Die Zeilen 06 bis 08 le-
gen die Lange, Breite und Hohe des Gebaudes in Metern fest.

In den Zeilen 09 bis 11 werden die Leitwerte der Fang- und Ableitungen berechnet. Die
Koeffizientenmatrix der Leitwerte steht in den Zeilen 12 bis 15. In Zeile 16 wird mit
dem Inhomogenitétsvektor festgelegt, dass der Blitz in den Knoten 1 einschldgt. Der
Losungsvektor flur die Spannungsfille wird in Zeile 17 mit der NumPy-Funktion
linalg.solve(G,I) berechnet und der Variablen U zugewiesen. Die Berechnung der
Strome in den Ableitungen erfolgt in den Zeilen 18 bis 21. Die Zeilen 22 bis 25 berech-
nen die Strome in den Fangleitungen aus den Potenzialdifferenzen.

Die Ausgaben in den Zeilen 26 bis 40 zeigen, dass sehr hohe Strome mit einer maxi-

malen Stromdichte von etwa 1.218 A/mm? flieen kénnen. Diese hohen Stromdich-
ten sind deshalb noch akzeptabel, weil der Strom nur wenige Millisekunden flief3t.

3.6 Aufgaben

1. Das Volumen eines Spats (Parallelepiped) soll mit einer Determinante und der
Funktion dot(cross(a,b),c) berechnet werden.

2. Eine Kettenschaltung setzt sich aus drei Spannungsteilern (Langsglied R;, Quer-
glied R)) zusammen. Alle Widerstdnde haben den gleichen Wert von 1 Q. Die Aus-
gangsspannung betragt U, =1 V. Berechnen Sie mit der Methode der Kettenpara-
meter die Eingangsspannung U; und den Eingangsstrom I;.
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3 Numerische Berechnungen mit NumPy

3. Berechnen Sie das dyadische Produkt fiir:
5
1 2 34

(el )}

4. Gegebenist die erweiterte Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems:

3 2 110
(1 2 3 14)
16

21 4
Losen Sie dieses Gleichungssystem mit der NumPy-Funktion solve(). Die Koeffi-
zientenmatrix und der Inhomogenitatsvektor sollen durch Slicing aus der erwei-
terten Koeffizientenmatrix ermittelt werden.

5. Einlineares Gleichungssystem mit sehr vielen Unbekannten (50 bis 1000) soll mit
der NumPy-Funktion solve() gelost werden. Erzeugen Sie die Koeffizientenmatrix
und den Inhomogenitatsvektor mit der NumPy-Funktion random.normal(). Testen
Sie die Grenzen von solve(), indem Sie die Anzahl der Unbekannten schrittweise
erhohen.

6. Berechnen Sie alle Maschenstrome flr die Kettenschaltung aus Aufgabe 2 mit dem
Maschenstromverfahren. Die Eingangsspannung betragt 13 V.

7. Berechnen Sie alle Knotenspannungen fur die Kettenschaltung aus Aufgabe 2 mit
dem Knotenpotenzialverfahren. Der Eingangsstrom hat einen Wert von 8 A.
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